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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ è èçó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé ìîäåëåé

àâòîâîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ñðåäàõ ñ äèôôóçèåé â äâóìåðíîì è ÷åòûðåõìåðíîì

êîîðäèíàòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ íåëèíåéíûõ èñòî÷íèêîâ,

èìåþùèõ òåñíóþ ñâÿçü ñ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ. Ïîêàçàíà îñîáàÿ ðîëü

óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ â òåîðèè äâóìåðíûõ íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ ñ äèôôóçèåé.

Íàéäåíû íîâûå êëàññû òî÷íûõ ðåøåíèé â çàäà÷àõ àâòîâîëí â äâóìåðíîé ñðåäå,

â òîì ÷èñëå, â 4-õ-ìåðíîì êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå.

1 Ââåäåíèå.

Îäíîé èç íàèáîëåå òèïè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè àâòîâîëíîâûõ ïðîöåññîâ â
àêòèâíûõ ñðåäàõ ñ äèôôóçèåé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí
ãîðåíèÿ [1, 2]. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìîäåëè,
îïèñûâàþùåéñÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè ñëåäóþùåãî
âèäà ([1, 2])

C(T )
∂

∂t
T −∇ (k(T )∇T ) = J(T ). (1)

Çäåñü k(T ) - êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñðåäû, à C(T ) -
êîýôôèöèåíò òåïëîåìêîñòè, çàâèñÿùèå îò åå òåìïåðàòóðû T = T (x, y, t),
à J(T ) - íåëèíåéíûé èñòî÷íèê òåïëà, òàê æå çàâèñÿùèé îò òåìïåðàòóðû
T . Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, íàïðèìåð â ñëó÷àå àâòîâîëíîâûõ õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèé [3], äèíàìèêà ìîäåëè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé àíàëîãè÷íîãî âèäà:

Ci(u)
∂

∂t
ui −∇

(
Di(u)∇ui

)
= Ji(u), i = 1, . . . , n, (2)
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ãäå u = {u1, u2, ..., un} - âåêòîð ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû. Íàèáîëåå
÷àñòî âñòðå÷àþùåéñÿ ôîðìîé íåëèíåéíîñòè êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè
è èñòî÷íèêîâ â òàêèõ ìîäåëÿõ ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûå çàêîíû:

k(T ) ∼ d0T
k, C(T ) ∼ c0T

l, J(T ) = j0T
s,

ãäå k0, j0, k, l è s - íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå.
Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ

èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé â òàêèõ ìîäåëÿõ ÿâëÿþòñÿ
àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ [1, 2]. Îáû÷íîé ôîðìîé àâòîìîäåëüíûõ
ðåøåíèé, ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ
îò êîîðäèíàò è âðåìåíè, êîòîðûå îïèñûâàþò îäèíî÷íûå ëîêàëèçîâàííûå
îáðàçîâàíèÿ, íàïðèìåð, óäàðíûå âîëíû èëè ïðîöåññû ñ îáîñòðåíèåì
[2, 4]. Âîëíîâûå ïðîöåññû, ñîñòîÿùèå èç ñîâîêóïíîñòè ëîêàëèçîâàííûõ
âîçáóæäåíèé èëè ïðîöåññû áëèçêèå ê ïåðèîäè÷åñêèì, íàïðèìåð, âîëíû
òèïà âåäóùèé öåíòð, òàêèå ìåòîäû íå äàþò âîçìîæíîñòè èññëåäîâàòü.

Äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà íåëèíåéíûõ ìîäåëåé òèïà (2), òàê
íàçûâàåìûõ äèôôóçèîííûõ öåïî÷åê Òîäû (ÄôÖÒ), â ðàáîòàõ [5,
6, 7] áûë íàéäåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà
òî÷íûõ ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ âîëíîâûå ñîñòîÿíèÿ àêòèâíîé ñðåäû ñ
ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè ëîêàëèçàöèè âîçáóæäåíèé è äèíàìèêîé áëèçêîé
ê ïåðèîäè÷åñêîé. Îñíîâîé ýòîãî ïîäõîäà ñëóæèëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ëèóâèëëÿ è öåïî÷åê Òîäû â âèäå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ïåðâîíà÷àëüíî
íàéäåííûå â ðàáîòàõ [8], è â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå â ðàáîòå [9].
Â äàëüíåéøåì ýòîò ìåòîä áûë îáîáùåí è ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé
ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé Ëèóâèëëÿ è öåïî÷åê Òîäû [10].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàñøèðÿåòñÿ êëàññ ìîäåëåé òèïà ÄôÖÒ,
íàéäåííûé è èñëëåäîâàííûé â [5, 6]. Â òîì ÷èñëå ðàññìîòðåíû
äèôôóçèîííûå ìîäåëè â 4-õ-ìåðíîì êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå è
ïîñòðîåíû èõ òî÷íûå ðåøåíèÿ. Èññëåäîâàíû íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà
ýòèõ ìîäåëåé è èõ òî÷íûõ ðåøåíèé. Ïðîñëåæåíû íåêîòîðûå âàæíûå
ñâîéñòâà äèôôóçèîííûõ ìîäåëåé, ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâàìè óðàâíåíèÿ
Ëèóâèëëÿ, â ÷àñòíîñòè, ñ òðàíñôîðìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè ýòîãî
óðàâíåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê òî÷å÷íûì èñòî÷íèêàì â ïðàâîé ÷àñòè.
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2 Ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ è åãî

òî÷íûõ ðåøåíèé

Ñîãëàñíî, [9, 5, 6] ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ

∆Φ = Ωe−2Φ, (3)

ãäå ∆ - îïåðàòîð Ëàïëàñà â äâóìåðíîì êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå, à Ω
- âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå Φ = lnΨ,
ãäå Ψ - êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà:

Ψ(z, z∗) = a|ψ1|2 + b|ψ2|2 + cψ1ψ
∗
2 + c∗ψ∗

1ψ2, (4)

îòíîñèòåëüíî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ψ1(z) è ψ2(z) êîìëåêñíîãî
àðãóìåíòà z = x + iy. Êîýôôèöèåíòàìè ýòîé êâàäðòè÷íîé ôîðìû
ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå a è b è êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ c,
ñâÿçàííûå ñ Ω ñîîòíîøåíèåì: Ω = ab− |c|2. Ôóíêöèè ψ1(z) è ψ2(z) ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

ψ1(z) =
ϕ1(z)√
W (z)

, ψ2(z) =
ϕ2(z)√
W (z)

, W (z) = ϕ1(z)
∂

∂z
ϕ2(z)−ϕ2(z)

∂

∂z
ϕ1(z),

(5)
ãäå ϕ1(z) è ϕ2(z) - äâå ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå àíàëèòè÷åñêèå
ôóíêöèè.

Îáðàòèì âíèìàíèå äîïîëíèòåëüíî íà òî, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ Ëóâèëëÿ
ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå îòîáðàæàþùåå ìíîæåñòâî åãî ðåøåíèé íà
ñåáÿ. Ïóñòü Φ(z, z∗) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ, òîãäà ôóíêöèÿ

Φ → Φ̃(z, z∗) = Φ(ζ(z), ζ∗(z∗)) + f(z) + f∗(z∗) (6)

ïðè ïðèçâîëüíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z) è óñëîâèè

∂

∂z
ζ = e−2f(z)

âíîâü ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ.
Åùå îäíèì âàæíûì, íî ìàëî èçâåñòíûì ñâîéñòâîì óðàâíåíèÿ

Ëèóâèëëÿ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî
ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ áåç èñòî÷íèêîâ ñ ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ
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ñ ñîâîêóïíîñòüþ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ. Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå
óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

∆Φ = Ωe−2Φ + J(x, y), (7)

ãäå â ïðîñòåøåì ñëó÷àå J(x, y) = kδ(x − x0)δ(y − y0), k - âåùåñòâåííàÿ
ïîñòîÿííàÿ, à δ(x) - δ-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå u(z, z∗)
â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ
òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì

∆u0 = kδ(x− x0)δ(y − y0), (8)

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [11], ñ. 333)

u0(z, z
∗) = −k

2
ln|z − z0|2 = −k

2
[ln(z − z0) + ln(z∗ − z∗0)] ,

ãäå z0 = x0 + iy0. Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (7),
ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

U = Φ− u0.

Â ñèëó (8) ôóíêöèÿ U óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆U = Ω(z − z0)
k(z∗ − z∗0)

ke−2U .

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

ζ(z) = (z − z0)
1−k/(1− k), ζ∗(z∗) = (z∗ − z∗0)

1−k/(1− k), k ̸= 1;(9)

ζ(z) = ln(z − z0), ζ∗(z∗) = ln(z∗ − z∗0), k = 1. (10)

Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ U êàê ôóíêöèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ ζ è ζ∗

óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ (3). Ýòîò ðåçóëüòàò
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóùèì îáðàçîì. Ñóùåñòâîâàíèå òî÷å÷íîãî
èñòî÷íèêà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ ýêâèâàëåíòíî òî÷å÷íîé
íåàíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèé ϕ1(z), ϕ2(z) ëèáî â òî÷êå, ãäå ñîñðåäîòî÷åí
èñòî÷íèê (ïðè k ≥ 1), ëèáî íà áåñêîíå÷íîñòè (ïðè k < 1).
Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ (7):

J(x, y) =
N∑
α=0

k(α)δ(x− xα)δ(y − yα).
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Â ýòîì ñëó÷àå ðàñìîòðèì ôóíêöèþ uN , óäîâëåòâîðÿþùóþ
íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ëàïëàñà:

∆uN =
N∑
α=0

k(α)δ(x− xα)δ(y − yα), (11)

è êîòîðàÿ èìååò âèä

uN = −
N∑
α=0

k(α)

2
ln|z − zα|2 = −

N∑
α=0

k(α)

2
[ln(z − zα) + ln(z∗ − z∗α)] ,

ãäå zα = xα + iyα. Òîãäà ôóíêöèÿ

U = Φ− uN

êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò

ζ(z) =
∫ N∏

α=1

(z − zα)
−k(α)dz, ζ∗(z∗) =

∫ N∏
α=1

(z∗ − z∗α)
−k(α)dz∗

óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ.

3 Ìîäåëè ñ äâóõìîäîâûì âîçáóæäåíèåì è

ïðîñòûì óñëîâèåì àâòîíîìíîñòè

Ðàññìîòðèì äèôôóçèîííûå óðàâíåíèÿ ñëåäóþùåãî îáùåãî âèäà:

Ci(ui)
∂

∂t
ui −Di∆lnui = Ji(u), i = 1, . . . , N, (12)

ñðåäè êîòîðûõ âûäåëèì äâà îñíîâíûõ êëàññà:

∂

∂t
ui −Di∆ui = Fi(u), i = 1, . . . , N ; (13)

∂

∂t
ui −Di∆lnui = Gi(u), i = 1, . . . , N. (14)

Âñå ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óðàâíåíèÿ
ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñðåäû ñ äèôôóçèåé, ñîñòîÿíèå êîòîðîé â
êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì
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u = {u1, u2, . . . , uN}. Ïåðâûé êëàññ óðàâíåíèé áóäåì íàçûâàòü
óðàâíåíèÿìè ñ ëèíåéíîé äèôôóçèåé, à âòîðîé - ñ íåëèíåéíîé
äèôôóçèåé. Äëÿ ïåðâîãî êëàññà ñèñòåì - êîýôôèöèåíò äèôôóçèè
ïîñòîÿíåí äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, à äëÿ âòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äàííîãî ýëåìåíòà ñðåäû: Diu

−1
i . Îñíîâíàÿ èäåÿ

èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ëèóâèëëÿ â ôîðìå
(4) â çàäà÷à, ñâÿçàííûõ ñ àâòîâîëíàìè â äâóìåðíûõ ñðåäàõ ñ äèôôóçèåé
ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó.

Ðàññìîòðèì íàáîð èç N êâàäðàòè÷íûõ ôîðì Ψi âèäà (4), ó êîòîðûõ
êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ψ1, ψ2 è êîýôôèöèåíòû ai, bi, ci ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Ââåäåì ôóíêöèè ui = lnΨi è ðàññìîòðèì äåéñòâèå
îïåðàòîðà ëèíåéíîé äèôôóçèè íà ýòè ôóíêöèè. Èìååì

∂

∂t
ui−Di∆ui =

1

Ψ2
i

[
Ψi

∂

∂t
Ψi −Di(aibi − |ci|2)

]
= e−2ui

[
eui

∂

∂t
Ψi −Di

(
aibi − |ci|2

)]
.

(15)
Îäíèì èç îñíîâíûõ òðåáîâàíèé, êîòîðîå íàêëàäûâàåòñÿ íà íåëèíåéíûé
èñòî÷íèê â òåîðèè àâòîâîëí, ýòî åãî àâòîíîìíîñòü, ò.å. èñòî÷íèê
äîëæåí çàâèñåòü, òîëüêî îò ýëåìåíòîâ ñîñòîÿíèÿ ñàìîé ñðåäû. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî, åñëè íàéòè óñëîâèÿ àâòîíîìíîñòè ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî
òîæäåñòâà, òî ýòî òîæäåñòâî ìîæíî ðàññìàòèðâàòü, êàê óðàâíåíèå
àâòîâîëí ñ ïîëó÷åííûì èñòî÷íèêîì â ïðàâîé ÷àñòè. Íå òðóäíî âèäåòü,
÷òî óñëîâèå àâòîíîìíîñòè (15) ýêâèâàëåíòíî äâóì óñëîâèÿì

∂

∂t
Ψi =

N∑
j=1

MijΨj, i = 1, . . . , N ; (16)

Di

[
ai(t)bi(t)− |ci(t)|2

]
= λi = const, (17)

ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû M =
{Mij} - ïîñòîÿíûå. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé óðàâíåíèÿ àâòîâîëí
â ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñðåäå ïðèìåò âèä

∂

∂t
ui −Di∆ui = e−2ui

eui N∑
j=1

Mije
uj − λi

 , i, j = 1, . . . , N. (18)

×òîáû ïîëó÷èòü ìîäåëè ñ óðàâíåíèÿìè âòîðîãî òèïà (14), ôóíêöèè vi
âûáåðåì â ñëåäóþùåì âèäå: vi = Ψn

i , n - íåêîòðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, Ψi
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- ñíîâà êâàäðàòè÷íûå ôîðìû âèäà (4), êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ai, bi, ci
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Òîãäà èìååì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

∂

∂t
vi −Di∆lnvi =

∂

∂t
Ψn
i −Din∆lnΨi =

= nΨn−1
i

[
∂

∂t
Ψi −Di(aibi − |ci|2)Ψ−n−1

i

]
= (19)

= nv
(n−1)/n
i

[
∂

∂t
Ψi −Di(aibi − |ci|2)v−(n+1)/n

i

]
.

Î÷åâèäíî, óñëîâèå àâòîíîìíîñòè ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî òîæäåñòâà,
ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì (16)-(17). Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî
óðàâíåíèÿ ìîäåëè áóäóò âûãëÿäåòü òàê:

∂

∂t
vi −Di∆lnvi = nv

(n−1)/n
i

 N∑
j=1

Mijv
1/n
j − λiv

−(n+1)/n
i

 , i, j = 1, . . . , N.

(20)
Ïðèìåðû ìîäåëåé òèïà (20) äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé n ïðèâåäåíû íèæå:

n = 1 :
∂

∂t
vi −Di∆lnvi =

 N∑
j=1

Mijvj − λiv
−2
i

 ,
n = −1 :

∂

∂t
vi −Di∆lnvi = −v−2

i

 N∑
j=1

Mijv
−1
j − λi

 ,
n = −1/2 :

∂

∂t
vi −Di∆lnvi = −1

2
v3i

 N∑
j=1

Mijv
−2
j − λivi

 ,
n = 1/2 :

∂

∂t
vi −Di∆lnvi =

1

2
v−1
i

 N∑
j=1

Mijv
2
j − λiv

−3
i

 .
Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ïðè ëþáîì n òîæäåñòâà (19) îòíîñÿòñÿ ê îäíîé

è òîé æå êâàäðàòè÷íîé ôîðìå Ψi, ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå îáùèé òèï
ìîäåëè, ÷åì (20). Äåéñòâèòåëüíî, ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî òîæäåñòâà (19),
ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæèâ èõ íà ïîñòîÿííûå an = V [n](0)/n!, ãäå V (x)
- íåêîòîðàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â íóëå ôóíêöèÿ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
òîæäåñòâó

∂

∂t
V (Ψi)−DiV

′(1)∆lnΨi = V ′(Ψi)
∑
j

MijΨj − liV
′(1)Ψ−2

i , (21)
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ãäå li è M - òåæå, ÷òî è â (16) è (17), à V ′(1) = [dV (x)/dx]x=1.
Ñîâîêóïíîñòü òîæäåñòâ (21), ðàññìàòðèâàåìûõ êàê óðàâíåíèÿ
îòíîñèòåëüíî Ψ, ïðåäñòàâëÿþò íàèáîëåå îáùèé êëàññ ìîäåëåé ñ
�ïðîñòûìè� óñëîâèÿìè àâòîíîìíîñòè (16) è (17).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû ðåøåíèé âñåõ
ðàññìîòðåííûõ â äàííîì ðàçäåëå ìîäåëåé îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ èõ
òåñíàÿ ñâÿçü ñ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü âàæíûì
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ
ñòðóêòóðà ðåøåíèé îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè àíàëèòè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè ϕ1 è ϕ2, âõîäÿùèìè â îïðåäåëåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
Ψ. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà. Êðîìå ýòîãî óðàâíåíèÿ ýòèõ ìîäåëåé
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (6). Â ñâîþ î÷åðåäü
ýòî îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé ñî ñòàòè÷åñêèìè δ-îáðàçíûìè èñòî÷íèêàìè ê îäíîðîäíîé
ñèñòåìå óðàâíåíèé, ÷òî èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ.

Êàê âèäíî öåíòðàëüíîå ìåñòî â ïîñòðîåíèè òî÷íûõ ðåøåíèé,
ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé, ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè
çàíèìàþò óñëîâèÿ (16)-(17), à ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ýòèõ ðåøåíèé
öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ.
Ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (16)-(17) ïðè N = 2 áûëà ðàññìîòðåíà â [5], à â
[6] áûëè ðàññìîòðåíû îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé äëÿ ñëó÷àÿ
N > 2, òàì æå áûë ïðèâåäåí êîíêðåòíûé ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé
äëÿN = 3. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àåN = 1 óñëîâèÿ (16)-(17) ïðèâîäÿò ëèøü
ê òðèâèàëüíûì ðåøåíèÿì. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (16)-(17) ñâîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẇi =
N∑
j=1

Mijwj

Ïóñòü ma =
{
mi
a

}
- ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû m, ñîîòâåñòâóþùèå

ñîáñòâåííûì ÷èñëàì µa (èíäåêñ íóìåðóåò âåêòîðà, à èíäåêñ i ââåðõó -
âåêòîðíûé èíäåêñ). Òîãäà ðåøåíèÿ (16) äëÿ âåêòîðîâ êîýôôèöèåíòîâ
ai, bi, ci ôîðì Ψi ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ai(t) =
N∑
a=1

mi
aAae

µat, bi(t) =
N∑
a=1

mi
aBae

µat, ci(t) =
N∑
a=1

mi
aCae

µat,

ãäå Aa, Ba, Ca - ïîñòîÿííûå. Ïîñòîÿííûå Aa, Ba, Ca è ñòðóêòóðà ìàòðèöû
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M äîëæíû ïîäáèðàòüñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ
(17). Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ai è bi áûëè áû âåùåñòâåííûìè. Ýòè
óñëîâèÿ ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ñîâîêóïíîñòè ïîñòîÿííûõ Aa, Ba, Ca è ýëåìåíòîâ
ñîáñòâåííûõ âåêòðîâ mi

a ìàòðèöû M, êîòîðûå, êàê èçâåñòíî,
îáðàçóþò óíèòàðíóþ ìàòðèöó. Âîçìîæíîñòü ðàçðåøèòü ýòó ñèñòåìó
â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåòñÿ êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ìàòðèöû M. Ïðè áîëüøåé êðàòíîñòè ðåøèòü ýòó ñèñòåìó ïðîùå.

Ñóùåñòâóåò äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé óñëîâèé
àâòîíîìíîñòè (16),(17). Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà ïîëàãàåì êîýôôèöèåíòû
ai, bi, ci ôîðì íå çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè, à çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè
ââîäèì â êîîðäèíàòíûå ôóíêöèé ôîðì Ψi, ïðè÷åì

ψ̇α =
2∑

j=β

λαβψβ, α, β = 1, 2, (22)

ãäå Λ = (λij) - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà óñëîâèå (17)
âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, à óñëîâèå (16) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû
àëãåáðàè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

Λ∗hi + hjΛ =
N∑
j=1

Mijhj, i, j = 1, . . . , N. (23)

Çäåñü h = (hαβ) - ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (4):
ai = h11,i, b = h22,i, c = h12,i = h∗21,i.

4 Ìîäåëè ñî ñëîæíûìè óñëîâèÿìè

àâòîíîìíîñòè

Çàìåòèì, ÷òî â [6] îáîáùåííûå ìîäåëè ñ äâóõìîäîâûì âîçáóæäåíèåì
òèïà (2) íå ðàññìàòðèâàëèñü. Îäíàêî â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëèñü
äâóõìîäîâûå ìîäåëè ñ èíûìè óñëîâèÿìè àâòîíîìíîñòè. Âêðàòöå îïèøåì
ýòè ìîäåëè.

Ðàññìîòðèì âìåñòî êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (4) ôîðìó, àíàëîãè÷íîãî
âèäà, íî â êîòîðîé ôóíêöèè ψ1(z) è ψ2(z) îïðåäåëÿþòñÿ íå ñîîòíîøåíèåì
(5), à ñîîòíîøåíèåì ñëåäóþùåãî âèäà

W (z) = ψ1(z)
∂

∂z
ψ2(z)− ψ2(z)

∂

∂z
ψ1(z) = Aψ1(z) +Bψ2(z), (24)
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ãäå A è B - íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà, ïîëüçóÿñü
òîæäåñòâîì

∆Ψ = (ab− |c|2) |W |2

Ψ2
= (ab− |c|2) |Aψ1 +Bψ2|2

Ψ2
, (25)

âûïîëíÿþùåéñÿ äëÿ ëþáîé ôîðìû âèäà (4), ïðè óñëîâèè (24), ïðèõîäèì
ê ñëåäóþùåìó íîâîìó òîæäåñòâó

∂

∂t
u−D∆lnu =

− ∂
∂t
Ψ+D(ab− |c|2)(|Aψ1 +Bψ2|2)

Ψ2
, (26)

ãäå u = Ψ−1. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îò t çàâèñÿò òîëüêî êîýôôèöèåíòû a, b, c
ôîðìû Ψ, ïðèõîäèì ê óñëîâèÿì àâòîíîìíîñòè ðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà
(26) â ôîðìå ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

−ȧ+D(ab− |c|2)|A|2 = λa, −ḃ+D(ab− |c|2)|B|2 = λb,

−ċ+D(ab− |c|2)AB∗ = λc, −ċ∗ +D(ab− |c|2)A∗B = λc∗, (27)

ãäå λ - íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ýòè óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò
îáùóþ äèíàìèêó ìîäåëè.

Óðàâíåíèå (24) èìååò ðåøåíèå

ψ2(z) = ψ1(z)
(
C exp

{
Bθ(z)

}
− A

B

)
= ψ1(z)Cη(z). (28)

ãäå θ(z) =
∫ dz
ψ1(z)

,

η(z) = exp
{
Bθ(z)

}
− A

CB
, (29)

à C - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Òàêèå ìíîãîêîìïîíåíòíûå ìîäåëè áûëè áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû

[6], à îäíîêîìïîíåíòíàÿ ìîäåëü â [7].

5 Çàìå÷àíèÿ î ìíîãîìåðíûõ ìîäåëÿõ

×àñòè÷íî ðàññìîòðåííûé ïîäõîä ê êîíñòðóèðîâàíèþ òî÷íî-ðåøàåìûõ
ìîäåëåé íåëèíåéíûõ âîëí â ñðåäàõ ñ äèôôóçèåé, îñíîâàííûé íà
èñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ, ìîæåò áûòü ïåðåíåñåí
è íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Â ðàáîòå [10] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä
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n-ôîðì ê ïîñòðîåíèþ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ â
ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ëåæèò òàê
íàçûâàåìîå âíåäèàãîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà è
Ä'Àëàìáåðà. Âíåäèàãîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåñòâóåò òàêîìó
âûáîðó ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé îïåðàòîðû Ëàïëàñà è Ä'Àëàìáåðà
ñîäåðæàò â ñâîåé êîîðäèíàòíîé çàïèñè òîëüêî ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå
[10]. Íàïðèìåð, â ðàçìåðíîñòè d = 3 îïåðàòîð Ëàïëàñà ïðè âûáîðå
êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàò

z1 = z + ix, z2 = z + iy, z3 = z − ix, (30)

áóäåò èìåòü âíåäèàãîíàëüíûé âèä:

∆ =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
= 4

∂2

∂z1∂z3
+ 2

∂2

∂z2∂z1
+ 2

∂2

∂z3∂z2
. (31)

Â ðàçìåðíîñòè d = 4 îïåðàòîð Ëàïëàñà áóäåò èìåòü áîëåå ñèììåòðè÷íóþ
âíåäèàãîíàëüíóþ ôîðìó

∆ = 4
∂2

∂z1∂z∗1
+ 4

∂2

∂z2∂z∗2
(32)

ïðè âûáîðå êîîðäèíàò z1 = x + iy, z2 = z + iu, z∗1 = x − iy, z∗2 = z − iu.
Ñðàíåíèå (31) è (32) ïîêàçûâàåò, ÷òî â d = 3 êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ
îïåðàòîð Ëàïëàñà âíåäèàãîíàëåí, íå îáðàçóþò ñîïðÿæåííûå ïàðû, â òî
âðåìÿ êàê â ñëó÷àå d = 4 îáðàçóþò. Çàìåòèì, ÷òî âíåäèàãîíàëüíàÿ çàïèñü
â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé äèàãîíàëüíîé ôîðìû îïåðàòîðà Ëàïëàñà
íåîäíîçíà÷íà, îäíàêî, óêàçàííîå ñâîéñòâî ñîïðÿæåííîñòè (d = 4) è
íåñîïðÿæåííîñòè (d = 3) ñèñòåì êîîðäèíàò îêàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì
ïî îòíîøåíèþ ê ëþáûì ÷åòíûì è íå÷åòíûì ðàçìåðíîñòÿì. Àíàëèç
ýòîãî ôàêòà ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî ñòðîèòü äèôôóçèîííûå ìîäåëè
â ñëó÷àå íå÷åòíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïî èçëîæåííîé âûøå ñõåìå
íåâîçìîæíî, â ñèëó òîãî, ÷òî n-ôîðìû ïðåäñòàâëÿþùèå ðåøåíèå
îêàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè. Â ÷åòíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ýòè æå
ôîðìû ìîãóò áûòü äåéñòâèòåëüíûìè. Ôàêòè÷åñêè ýòî îòðàæàåò
èçâåñòíûé ôàêò, ÷òî â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äèôôóçèîííûå
ïðîöåññû ïðîòåêàþò ñóùåñòâåííî èíà÷å, ÷åì â äâóìåðíîì. Íàïðèìåð,
àâòîâîëíîâûå ñòðóêòóðû â äâóìåðíûõ ñèñòåìàõ áîëåå ìíîãîîáðàçíû.
Õèìè÷åñêèå âîëíû, êàê ïðàâèëî âîçíèêàþò â òîíêèõ ñëîÿõ ðàñòâîðîâ
è ò.ä. ([3]). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìíîãîìåðíûõ ìîäåëåé
äèôôóçèè, ñòðîÿùèõñÿ íà áàçå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ, ðàññìîòðèì ìîäåëè
â ðàçìåðíîñòè d = 4.
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6 Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â ïðîñòðàíñòâå

ðàçìåðíîñòè d = 4

Â íà÷àëå ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ (3) ñ îïåðàòîðîì
(32). Çäåñü ïî àíàëîãèè ñ [5, 6] áóäóò ðàññìîòðåíû ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ
Ψ - êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñëåäóþùåãî âèäà

Ψ(Z,Z∗) =
(
a|ψ1(Z)|2 + b|ψ2(Z)|2 + cψ1(Z)ψ2(Z

∗)∗ + c∗ψ2(Z)ψ1(Z
∗)∗
)
,

(33)
ãäå ψ1(Z) = ψ1(z1, z2), ψ2(Z) = ψ2(z1, z2), Z = {z1, z2}, Z∗ = {z∗1 , z∗2}.
Çàìåòèì, ÷òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íåâîçìîæíî.

Äëÿ ðåøåíèé â ôîðìå (33) îñíîâíîå òîæäåñòâî (ñì. [6, 10]) â ñëó÷àå
îïåðàòîðà (32) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆lnΨ = (ab− |c|2)Ψ2
(
|W1|2 + |W2|2

)
. (34)

Çäåñü

Wi = ψ1
∂

∂zi
ψ2 − ψ2

∂

∂zi
ψ1, i = 1, 2.

Äëÿ òîãî, ÷òî áû òîæäåñòâî (34) ïðåâðàùàëîñü â óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ,
(3) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî:

|W1|2 + |W2|2 = λΨ = λ
(
a|ψ1|2 + b|ψ2|2 + cψ1ψ

∗
2 + c∗ψ2ψ

∗
1

)
(35)

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé λ è Ω = λ(ab− |c|2).
Äëÿ âûïîëíåíèÿ (35) äîñòàòî÷íî ñîâìåñòíîãî âûïîëíåíèÿ

ñëåäóþùèõ äâóõ óðàâíåíèé

Wi = ψ1
∂

∂zi
ψ2 − ψ2

∂

∂zi
ψ1 =

1

w
(piψ1 + qiψ2) , i = 1, 2 (36)

è òðåõ àëãåáðàè÷åñêèõ óñëîâèé

P =
2∑
i=1

|pi|2 = λa, Q =
2∑
i=1

|qi|2 = λb, R =
2∑
i=1

piq
∗
i = λc. (37)

Óðàâíåíèÿ (36) ïåðåïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå

∂

∂zi
lnG =

(
pi
ψ2

+
qi
ψ1

)
, i = 1, 2.
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ãäå G(Z) = ψ2/ψ1. Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äâóõ óðàâíåíèé (36) â
ïðåäïîëîæåíèè íåêîëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ p = {p1, p2} è q = {q1, q2}
â äâóìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèâîäÿò ê òðåáîâàíèþ, ÷òî

G(Z) = G(ξ, η), ξ = p1z1 + p2z2, η = q1z1 + q2z2,

Ïðè ýòîì ñëåäñòâèåì (36) ÿâëÿþòñÿ äâà óðàâíåíèÿ

∂

∂ξ
lnG =

1

ψ2

,
∂

∂η
lnG =

1

ψ1

. (38)

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ G äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

∂

∂η
G = G

∂

∂ξ
G. (39)

Ýòî óðàâíåíèå â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíûõ êîîðäèíàò (â äàííîì ñëó÷àå
ξ è η - êîìïëåêñíûå) íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèÿ Õîïôà è âîçíèêàåò â
ðÿäå çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ âîçíèêíîâåíèÿ
óäàðàíûõ âîëí â íåäèñïåðãèðóþùåé èäåàëüíîé ñðåäå. Îäíàêî â
êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå äâóõ
âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà è èìååò ñóùåñòâåííî
èíûå ñâîéñòâà, ÷åì äåéñòâèòåëüíîå óðàâíåíèå Õîïôà.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â íåÿâíîì
âèäå

Θ(G, ηG+ ξ) = Θ0 = const, (40)

ãäå Θ(u, v) äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ àðãóìåíòîâ
(u = G, v = ηG + ξ), à Θ0 - êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðóÿ
(40) ïî η è ξ, ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ

Θu
∂

∂η
G+Θv

(
G+ η

∂

∂η
G

)
= 0,

Θu
∂

∂ξ
G+Θv

(
1 + η

∂

∂ξ
G

)
= 0.

Óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ (39).
Åñëè ðåøåíèå äëÿ G íàéäåíî, òî ôóíêöèè ψ1 è ψ2 âû÷èñëÿþòñÿ ïî

ôîðìóëàì

ψ1 =

[
∂

∂η
lnG

]−1

, ψ2 =

[
∂

∂ξ
lnG

]−1

. (41)
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Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèÿìè íàéäåííûìè â [6, 10],
ìîæíî îáíàðóæèòü ïðèíöèïèàëüíî èíîé õàðàêòåð ðåøåíèé (41).
Ïî÷òè âñå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (39) ÿâëÿþòñÿ
âî âñïîìîãàòåëüíûõ êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ ìíîãîçíà÷íûìè.
Ìíîãîçíà÷íîñòü ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííîìó óñëîæíåíèþ
òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðåøåíèé. Ðåøåíèÿ òàêîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ
íîâûì êëàññîì îáúåêòîâ, âîçíèêàþùèõ â ìíîãîìåðíûõ âîëíîâûõ
ñèñòåìàõ. Â äâóìåðíûõ çàäà÷àõ òàêèå ñòðóêòóðû â ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé
äëÿ àíàëîãè÷íûõ ïî ôîðìå íåëèíåéíîñòè ìîäåëåé íå îáíàðóæèâàþòñÿ
(ñì. [6]). Â ñâÿçè ñ ýòèì ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ýòèõ ðåøåíèé
ïîñëå èõ ðåäóêöèè ê äåéñòâèòåëüíûì êîîðäèíàòàì. Îñîáî îòìåòèì, ÷òî
ðåäóêöèÿ ê äåéñòâèòåëüíûì êîîðäèíàòàì íå ïðèâîäèò ê âûðîæäåíèþ
ðåøåíèé â ñìûñëå, òîãî ÷òî îíè áóäóò çàâèñåòü òîëüêî îò äâóõ
äåéñòâèòåëüíûõ êîîäèíàòíûõ ïåðåìåííûõ (âìåñòî ÷åòûðåõ x, y, z, u)
èëè èõ êîìáèíàöèé. Êðîìå ýòîãî, ñàìà ïî ñåáå ìíîãîçíà÷íîñòü ôóíêöèè
G åùå íå îçíà÷àåò ìíîãîçíà÷íîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé (33)
ñ ôóíêöèÿìè (41) äëÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ (3), óäîâëåòâîðÿþùèõ
çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ïîñëåäíåå áûëî áû íåèçáåæíûì, åñëè
áû ôóíêöèÿ G îïèñûâàëàñü óðàâíåíèåì Õîïôà â äåéñòâèòåëüíûõ
êîîðäèíàòàõ. Âìåñòå ñ òåì íåîäíîçíà÷íîñòü G òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî
àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ïî îòíîøåíèþ ê èõ óñòîé÷èâîñòè. Ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âáëèçè òî÷åê âåòâëåíèÿ ôóíêöèè G ìíîãîëèñòíûå
ðåøåíèÿ ëåãêî òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü è ñîîòâåòñòâóþùèå àâòîâîëíîâûå
âîçìóùåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûå íèæå, ðàçðóøàþòñÿ èëè ðåçêî ìåíÿþò
ñâîþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî
óðàâíåíèå (39) ïðèíàäëåæèò ê óðàâíåíèÿì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî
òèïà. Ñïåöèôè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëèóâèëëÿ, ñòðîÿùèåñÿ ñ
ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî
òèïà, íî íå ñâîäÿùåéñÿ ê (39), áûëè íåäàâíî íàéäåíû â ðàáîòàõ [12].
Êîìïëåêñíûå óðàâíåíèÿ òèïà (39) âñòðå÷àþòñÿ òàêæå â íåëèíåéíîé
ýëåêòðîäèíàìèêå è àëãåáðîäèíàèêå [13]. Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî
ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà, àíàëîãè÷íûå (39), ÿâëÿþòñÿ
äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûì ÿâëåíèåì â ñòðóêòóðå ðåøåíèé ðàçëè÷íîãî
ðîäà ìíîãîìåðíûõ íåëèíåéíûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ è èãðàþò â íèõ
âàæíóþ ðîëü. Â ñâÿçè ñ ýòèì íàéäåííûå ìíîãîëèñòíûå ðåøåíèÿ òàêæå
ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê äîñòàòî÷íî îáùåå ÿâëåíèå ïðè ïåðåõîäå ê
ìíîãîìåðíûì âîëíîâûì ïðîöåññàì.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà èç êëàññà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé
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ïðèâåäåì îäíî èç íèõ, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëåäóþùåìó âûáîðó ôóíêöèè
Θ:

gG2 + h
(
ηG+ ξ

)2
= Θ0,

ãäå g, h,Θ0 - ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå. Ïðèâîäÿ ïîñëåäíåå
ñîîòíîøåíèå ê âèäó:

(g + hη2)G2 + 2hηξG+ hξ2 −Θ0 = 0,

íàõîäèì äâóõëèñòíîå ðåøåíèå

G±(ξ, η) = −
hηξ ±

√
Θ0(g + hη2)− hξ2

g + hη2
.

Ýòî ïðîñòåéøåå ðåøåíèå äëÿ G ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (41) è çàòåì â
(33) ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì âûðàæåíèÿì äëÿ Φ, äåòàëüíîå
èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ ïðîáëåìó, ïîýòîìó
çäåñü òàêîé àíàëèç ïðîâîäèòñÿ íå áóäåò. Îòìåòèì ëèøü òî, ÷òî ëèñòû
ïåðåñåêàþòñÿ âäîëü ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàâàåìîãî äâóìÿ äåéñòâèòåëüíûìè
óðàâíåíèÿìè

Re
{
h(ξ2 −Θ0η

2)−Θ0g
}
= 0, Im

{
h(ξ2 −Θ0η

2)−Θ0g
}
= 0.

Ïîñêîëüêó ξ è η - ëèíåéíûå ôóíêöèè êîîðäèíàò x, y, z, u, òî
ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ
ïîâåðõíîñòåé â òðåõìåðíîì äåéñòâèòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòè
óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå îñîáåííîñòåé â ñòðóêòóðå ðåøåíèé,
êîòîðûå â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîãî õàðàêòåðà ýòèõ îñîáåííîñòåé â ðåøåíèè
äîëæíû ïîðîæäàòüñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ñèíãóëÿðíûìè èñòî÷íèêàìè â
ïðàâîé ÷àñòè (3).

7 Äèôôóçèîííûå ìîäåëè

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ê ìîäåëÿì òèïà ÄôÖÒ. Ðàññìîòðèì
äâà îñíîâíûõ òèïà ìîäåëåé (ñì. [6]), îïèñûâàþùèõñÿ îáùåé ñèñòåìîé
óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî òèïà:

∂

∂t
N

(α)
i = Di∆Φi + F

(α)
i (Φ1,Φ2, . . . ,ΦN), i = 1, . . . , N,
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ãäå äëÿ ìîäåëåé ïåðâîãî òèïà (íåëèíåéíàÿ äèôôóçèÿ), ñîîòâåòñòâóþùèõ
α = 1:

N
(1)
i = Ψ−1

i , Φi = lnΨi.

à äëÿ ìîäåëåé âòîðîãî òèïà (ëèíåéíàÿ äèôôóçèÿ) ñ α = 2:

N
(2)
i = Φi = lnΨi.

Â îáåèõ ìîäåëÿõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïî àíàëîãèè ñ [5, 6] Ψi

ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè âèäà (33) ñ çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè
êîýôôèöèåíòàìè ai(t), bi(t), ci(t):

Ψi(t,Z,Z
∗) = ai(t)|ψ1(Z)|2+bi(t)|ψ2(Z)|2+ci(t)ψ1(Z)ψ2(Z

∗)∗+c∗i (t)ψ2(Z)ψ1(Z
∗)∗,

(42)
ãäå ψ1(Z) = ψ1(z1, z2), ψ2(Z) = ψ2(z1, z2) ïî-ïðåæíåìó îò âðåìåíè íå
çàâèñÿò.

Â ñëó÷àå ìîäåëåé ïåðâîãî òèïà, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà (34) è óñëîâèÿ
(36), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, êàê ôóíêöèé âðåìåíè

ȧi =
N∑
j=1

mijaj + (aibi − |ci|2)P, ḃi =
N∑
j=1

mijbj + (aibi − |ci|2)Q,

ċi =
N∑
j=1

mijcj + (aibi − |ci|2)R, ċ∗i =
N∑
j=1

mijc
∗
j + (aibi − |ci|2)R∗.

Çäåñü ïîñòîÿííûå P,Q,R îïðåäåëåíû â ñîîòíîøåíèÿìè (37). Â ýòîì
ñëó÷àå ñàìè óðàâíåíèÿ ÄôÖÒ ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäóþùåìó âèäó:

∂

∂t
ui = −Di∆lnui + u2i

N∑
j=1

miju
−1
j , i = 1, . . . , N. (43)

ãäå ui = Φ−1
i . Â òàêîé ôîðìå ñèñòåìà (43) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèÿ

ìîäåëåé òèïà �ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ� ñ íåëèíåéíûìè êîýôôèöèåíòàìè
äèôôóçèè Ki = −Diu

−1
i .

Â ñëó÷àå ìîäåëåé âòîðîãî òèïà ñèñòåìà óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä

ȧi =
N∑
j=1

mijaj, ḃi =
N∑
j=1

mijbj, ċi =
N∑
j=1

mijcj, i = 1, . . . , N.
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Ýòè óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî äîïîëíèòü N óñëîâèÿìè:

aibi − |ci|2 = li = const, i = 1, . . . , N (44)

è óñëîâèåì, ÷òî ìàòðèöà mij äîëæíà èìåòü õîòÿ áû îäíî íóëåâîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ò.å. äîëæåí ñóùåñòâîâàòü òàêîé âåêòîð w ñ
êîìïîíåíòàìè wi òàêîé, ÷òî

N∑
j=1

wjmji = 0.

Óðàâíåíèÿ ÄôÖÒ äëÿ ýòîãî òèïà ìîäåëåé òàêîâû:

∂

∂t
Φi = Di∆Φi +

N∑
j=1

mije
Φj−2Φi + λie

−Φ0 , i = 0, . . . , N

è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîäåëåé �ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ�
ñ ëèíåéíûì êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè.

Äèíàìèêà ìîäåëåé âòîðîãî òèïà îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûìè
óðàâíåíèÿìè ñ äîïîëíèòåëüíîé íåëèíåéíîé ñâÿçüþ. Ðåøåíèÿ ýòîé
ñèñòåìû áûëè ðàññìîòðåíû â [5, 6]. Äèíàìèêà æå ìîäåëåé ïåðâîãî òèïà
ñóùåñòâåííî èíàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ äâóìåðíûì ñëó÷àåì, ðàññìîòðåííûì
â [6]. Ââåäåì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè

δi(t) =
1

Q
bi(t)−

1

P
ai(t), θi(t) =

1

R
ci(t)−

1

P
ai(t), i = 1, . . . , N.(45)

Ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè:

∂

∂t
δi =

N∑
j=1

mijδj,
∂

∂t
θi =

N∑
j=1

mijθj, (46)

ïîñòðîèòü ðåøåíèå êîòîðûõ íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. Èç óðàâíåíèé äëÿ ai
ïîýòîìó ìîæíî èñêëþ÷èòü bi è ci. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

ȧi =
N∑
j=1

mijaj−
[
PQδi−|R|2(θi+θ∗i )

]
ai+

QP − |R|2

P
a2i−|R|2P |θi|2, i = 1, . . . , N.

(47)
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Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé
îäíîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû òèïà (43). Óðàâíåíèå ýòîãî òèïà âñòðå÷àåòñÿ
â ðÿäå çàäà÷ íåëèíåéíîé ãèäðîäèíàìèêè (ñì. íàïðèìåð, [14]). Â ýòîì
ñëó÷àå óðàâíåíèå (47) ëèíåàðèçóåòñÿ ïîäñòàíîâêîé

a = a1 = α
∂

∂t
lnv(t), α =

P

QP − |R|2
. (48)

Èìååì

v̈ −
[
m+ PQδ(t)− |R|2(θ(t) + θ∗(t))

]
v̇ − |R|2(QP − |R|2)|θ(t)|2v = 0.

Çäåñü â ñîîòâåòñòâèå ñ (46) θ(t) = θ1(t) = lemt, δ(t) = δ1(t) = kemt, ãäå
l - êîìïëåêñíàÿ, à k - äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Åñëè ââåñòè òåïåðü
íîâóþ ïåðåìåííóþ τ = emt, òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñâåäåòñÿ ê óðàâíåíèþ
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

d2V

dτ 2
− A

dV

dτ
− B

m
V = 0,

ãäå

A =
PQk − |R|2(l + l∗)

m
, B =

|R|2(QP − |R|2)|l|2

m
.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èíòåãðèðóåòñÿ áåç òðóäà. Â ñîâîêóïíîñòè
ñîîòíîøåíèÿ (45) è (48) äàþò ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è î äèíàìèêå
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (43) â ñëó÷àå N = 1. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè ìîäåëè N > 1 óðàâíåíèÿ (47) íå ëèíåàðèçóþòñÿ, ÷òî
óêàçûâàåò íà ñóùåñòâåííîå óñëîæíåíèå äèíàìèêè òàêèõ ñèñòåì óæå â
ñëó÷àå N = 2.

8 Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïîñòðîåíû íîâûå êëàññû ìíîãîêîìïîíåíòíûõ
ìîäåëåé òèïà �ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ� â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì
êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå, äîïóñêàþùèå òî÷íûå íåñòàöèîíàðíûå
ðåøåíèÿ âîëíîâîãî òèïà. Íàéäåííûå â ÿâíîì âèäå êëàññû òàêèõ
òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ëèóâèëëÿ è ìîäåëåé òèïà ÄôÖÒ,
êîòîðûå ñîäåðæàò òîïîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè èëè äåôåêòû, êîòîðûå,
ïîâèäèìîìó, ÿâëÿþòñÿ âàæíûì îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì òðåõìåðíûõ
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è âîîáùå ìíîãîìåðíûõ âîëíîâûõ ñòðóêòóð è àâòîâîëí. Îïèðàÿñü íà
ïîëó÷åííûå çäåñü è â [10] ðåçóëüòàòû, ìîæíî òàêæå óòâåðæäàòü, ÷òî
ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðåíåñåí
íà çàäà÷è ñ êîîðäèíàòíîé ðàçìåðíîñòüþ âûøå, ÷åì 3 + 1. Ðåøåíèÿ ñ
òîïîëîãè÷åñêèìè äåôåêòàìè áóäóò ïðè ýòîì âîçíèêàòü è â ìîäåëÿõ ñ
âûñøèìè ðàçìåðíîñòÿìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî
Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé (ïðîåêò N 00-01-00260).
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