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� ������ ��� ��� ������ ����� ����� � ����!���" #��$�#����" ��� �����" %��&��� � $ '���
��� (����$� � '�) ������*+ " #��$�,��(��# ����� !# ) ������� ��� ��,&��� � &������# �
-�����.* '� ��/�� ! 0��� ����  !&�!���! ���� ! 0������#�$� ���" &��� & ��� �����" � �
0����� ��" ��, � �'���  ) ��� �����! ��%�� ��  ��������� ��%$ � ������ 1 , � � ��! ����  
0������#�$� ���" &��� & � 0����� ��"  ��%$ " �����" &�/��� ,��(�� �  #��� &�,#�/����. �' �
��� ! &��� � ��,� (��# � '�# '��!� ,�2  ) ��$�� ��'�!/������. 0����� (����$� '��! & &����
�' ��&����! �&%#! ��,�& � #�# ��#'������# &������� ��������� �&�, � ������ %��&��� !)
� ������# �&!,�&�*��! #��$�,��(��� ����� !) ��! ��,#������ ����� �����$� '���������&�
n = 1 3���4 ����#��� &�� �. & ��#��" ����+����$� #����� $���$��1� �
�  ��,#������ n = 2
3��
4 #�����# $ ���� ��# (��� " ���%�2 � ��) ��� � 0� " ������"  ������&�� �. %���& !  ����
$� �%�#��� ��� " � ���#  ���� , ��&�� �.  " ��+ � �&����&�� -����� ����� '��"�� ������.��
��� (����! �� ��$�) ������� ��� ����#����� & ���) $�� ����� ! ��� '��%(��� ��! ����!���"
&����&�" %��&��� �� 5�� # ����,�#) &�,� ���� ,���(� ���'��������� ! ��,& ��� & ��� ����  ��
��%(�� &�������" %��&��� �) ������� #�/�� ���� ��  �'��.,�&��. '� �����  �'���������$�
��%$� ,���( & ��� ������ ����  0������#�$� ���" &���  & ��%$ " '� ������" ,���(�"� ��#�
'������� �&�, � ������ %��&��� ! !&�!*��! ��� #  , '�����" &�� ����& &�������" %��&��� ��
��� '���,�&����! & ������ ������) ����#����� �  #���� ��#'������$� ��%(�! '� &�� � � �����
��&����#% '������% ����&��" ��,%�.����&) '��%(����" & ���) �� ��%(�� 0�� '� (��� " %��&��� �)
(�� ���� ����&�� ! ��! �'�2 ��.��$� ����#����� ! ����� '������&� ,���( � 6������&�� � ��#�
'������$� ���� ��� ! ����� � %��&��� � �78��#����) ����#�������" & ���)  �������� ��� /�
 & �&!, � &�,#�/����.*  " ��'����&��� ! � ����� !# )  �'��.,%�#�# & ����  �& �����&  
����  $��& ��2  ��) 9�� :� ,���(  ����*��! & ������ �������

�� ����� ��� ! ���"�# $�� �%���&�'( )*������& +�*�,-, +,*��$�
� )*�������#� �",*,-, +,*��$�

;���#��� # '� �����$  � ��� � ���#% %��&��� � '��&�$� '��!��� ����� ���.�� ����!����
1%��2  E(x, t) ����%*+�$� & ��<

∂E

∂xα
= Aα(x, t)Et, α = 1, . . . , n, 3���4

$�� A(x, t) =
(
A1(x, t), . . . , An(x, t)

)
� &������1%��2 ! ����� ��� x = (x1, . . . , xn)  &��#�� t�

=&����&� &������1%��2  A (��� (�� �'�����!*��! ��#�� 1��#�� � ���#� %��&��� � 3���4� >� 
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������ 
������
� ������� �������� ��

���� ����	
���
 �����	�� 	 	����� 	��� ���� ������� �������
�� �������� ��
���� ���� ������
�� ���	������ � ��������� 	 !"# �������	����$ 	������������
 A 	���% A = A(E) ��� ���	��
��
��������$ ��&�� 	�� ��
���� '"�"( ����)� 	����� 	������������� A � ������	��$ �	
�$ ��*��
����� ���	����
�� � ����������� 	����	��� ���	����
�� 	����)� ���
���� +���
 �	
�$ �����
��	��	����
 � ����&$, 	��������
 ������������$��� ������	�� '"�"(�

������

 ��	��)����, �� ���	����� '"�"( �������%

∆E =
(
divA− 1

2

∂

∂t
A

2
)
Et +

∂

∂t

(
A

2Et

)
. '"�-(

+���� ������� ��*�� ����������	��$ �����,&��
���������	� 
� .�*��� ��
���� E(x, t) ������� ���	����� '"�"( ���,&�� 	 �������� ���

����� �����	����� 	����)� ���
��� 
	�
���
 ��� *� ��
����� ���	����
 '"�-(� � ��&�� ������
��� ���	����� ��������
 � ������ ����)������ ���	����� � ����� )�������������� ��������� �
������ 	��������
 ����	�
%

divA− 1

2

∂

∂t
A

2 = 0 '"�/(

��� ���	����� ����� ����� )�������������� ��� 	����� ��)�������
 � ��� ��� ��
���
�� �)�

	�
,��
 ��
���
 )�������������� ������� ���	�)� ���
��� '-�"(� � ��������� ���	����� '"�/(
����&����
 	 ��*����	� ��� ����	�� A = A(E) )�� E ���	���	��
�� ���	����, '-�"( ��� � ����
����������� 	 !"#�

0����� �������� ���������� �	����	�� ���	����
 '"�-( 
	�
���
 �� ��� ��� ���	����� ��*��
���
�$ �	�� ��� ���� ���
����$ ������$ �������� ������� E � A� � ��������� ���� �������
E � A 
	�
,��
 ������������% E = u + iv, A = a + ib �� 	 ������ n ≥ 2 ��)�� 	�����
�$�

����	�
%

�{A2} = a
2 − b

2 ≤ 0, �{A2} = (a,b) = 0, '"�1(

��� 	 ������ �{A2} < 0 ���	���� ���	����� '"�-( � �������������� ����� 2�*�� ���� �� �*��
���$ ��� ����	�
%

A
2 = 0, divA �= 0 '"��(

���	��
,� ������$ �	
�$ �������������� ���	����� � �	������������ ���	����
�� ���	�)� ���
�
���� 0����� ��� ������	��� ������� ������ ��� ����	�
 �� ��)�� ���$ 	�����
�$�
 ��
 	���
������ ����� A(E,x, t) ��
 ������� ����
��
 ��
���� )�������������� � ������������� ���	�
����� 	 ������ ������ ������� ������ ������� ����	�� '"��( 	������ �� ����� ������ �������

�� 
���������� �	����� ����	�	������ �������	� 	 	� �����	�

3�
 ��
���
 �����	������ 	 ������ ������ ����� ��������� ������� �	����������� ���	���
���

∂E

∂xα
= Aα(E,x)Et, α = 1, . . . , n, '-�"(

���������$�� ����	������ ����������� ������� E = u+ iv� 4�� ������� 
	�
���
 ������� ������
�� ������� ���	����� '"�"( �� ����&��� ������� �����)����� ���	����� ������� ���������	��
���$ 	 !"#� � ������ ������ ��� ����� ��������	��$ ���	����
 '"�"( � 	�������������� A = A(E,x) 

	�
,&���
 ������������� �������� �	��� ��)������	� 0����� ������� �������	�
,� ����� ���
����� ���	����� '"�"( ������� ���,� ��
���
 ����)��� �	�*���
 �����,&�)� ��&�)� 	���%

H
(
E, t+Φ(E,x)

)
= 0, '-�-(

)�� Φ(E,x) � ��� *� ������������
 ������
 ����������)� ��)������ E � ��������� �� Rn� 0��

����� ��� ������� ������ Φ = (A(E),x) =
n∑

α=1

Aα(E)xα ���������	���
 	 ������� !"#� ������



�����	����� ������� H(X,Y ) 'X = E, Y = t+Φ(E,x)( �� xα � t%

E,αH,X + (Φ,α +Φ,EEα)H,Y = 0, α = 1, . . . , n;

E,tH,X +
(
1 + Φ,EE,t

)
H,Y = 0. '-�/(



�� ���� �����	
�	

� ������	
 �� �
�������� �

��
����� ��
���
���� H,X � H,X ����
��� � ������� ��	������
����� � ����
������ ��� A ���	!

Aα(E,x) =
∂Φ(E,x)

∂xα

∣∣∣∣
E=const

, �"�#�

$�� ��
���
���� �
 �

����	�	� xα %�����
 ��� ���
��� E = const� & ���� 	�	������
��� Φ(E,x)
�����!

Φ(E,x) = φ(u, v,x) + iψ(u, v,x), A = a(u, v,x) + ib(u, v,x), �"���

�	� ��
 ��
 ��'��������� ���� �� φ � ψ � �
��
���� ����
���� �
��� a(u, v,x) � b(u, v,x)
���
����� ���
��
 ��
��!

aα(u, v,x) =
∂φ(u, v,x)

∂xα

∣∣∣∣
u,v=const

, bα(u, v,x) =
∂ψ(u, v,x)

∂xα

∣∣∣∣
u,v=const

� ���
��
 (
��!
∂φ

∂u
=
∂ψ

∂v
,

∂ψ

∂u
= −∂φ

∂v
. �"�)�

*

����������
+ ���
��
 (
�� ���
��
���
 � ��
 �
��
���� ����
���� �
��� a � b � �� �
�%��
�	 ��!

∂(a2 − b
2)

∂u
= 2

∂(a,b)

∂v
,

∂(a2 − b
2)

∂v
= −2∂(a,b)

∂u
. �"�,�

-	��� 
%�	�
�+ �� ���%
�	��
 �A2 = const �����	��! �A2 = const+ � �	
%
�
� �� �A2 = const
�����	�� �A2 = const� .
/�
��+ ��
 �
$
+ ��
 %� ���
��
���0 �

��
����
 A

2 = 0+ �
��	�
��

��%�	�0 �
�
 a(u, v,x) � b(u, v,x) 
��
$
�	�0���� � 
���	�
�
� ����� � Rn�

�� �������	
 �����
� ���
���

*������ ��	���������� ��	������ �"���+ ����'�� ������
 �"�"�+ �
��
�
�� �	������0 ��	��
��	������ ��
�
$
 �
�
��	+ ������
 �
�
��� �
��	�	�� � �"�"�� .
���	��

 �"�#� � ���"� �	�
���!

∆E = ∆Φ(E,x)Et +
∂

∂t

(
A

2Et

)
. �1���

2���0 � �	��� ∆Φ(E,x) � 
���	�
� 3	��	�	 
� ���� �� Φ(E,x) �	 Rn+ ������
���� ��� ���
���
E = const� 4�	��� ��	�����
 �1��� �
�	���	��+ ��
 ����� /��� ��	������ ������
 $����%
�����
����+ /������������ � �	�	%
�������� ��	�����
�

���������	� �� (	5�
� ������� ������� ��	���������� ��	������ �"��� � ����
��
���� ��� A(E,x)+ 
���������
� �

��
������ �"�#�+ ��
 �	�	��
� 	�	��������
� ����
��
���� �� Φ(E,x) = φ(u, v,x) + iψ(u, v,x) 
��
$
 �
�������
$
 	�$�����	 E = u + iv ����'��
��� �"�"� 
��
���
 �������� �
�������
$
 ��	�����
 �1���� 6%�	��
� �����5����� �� ����
�

7�	�����
 $����%
������
$
 � /����������
$
 ���
� �

���������� ��%
��!

∆Φ(E,x) = 0, A
2 �= 0. �1�"�

& /�
� ����	� ��	������ �1��� �����	'	���
 � ��	������!

∆E =
∂

∂t

(
A

2Et

)
. �1�1�

& �	���
���+ ��� ���
��� A
2 = p + iq = const+ ����
��� � ��	�����
� 3	��	�	 � 894�	�%��	�

&��
������ ����
$
 ���
��
 � �1�"� ����
��� � ��
���
�0�
� $	��
������
� ���� �� Φ(E,x)
�

����	� x � ��
���
�0���� 	�	����������� �
/��� ����	��+ �	���
'��� 
� �
�������
$

	�$�����	 E+ �	����� ����	�� �
�
�
� 
��
���
 ������	
 ���� �
 Φ(E,x) = (A(E),x)� :�
�
�	����� ����	� ������
� ���� �� Φ(E,x) ��
���� 
%�	�
� �	�� �
��
5�
��0 ���
����0 ���
���
A

2 = p + iq = const� & ����	� %
��� 
%'�� $	��
�������� ���� �� 
� x ���
������ �	�
$

���
��
 � �	5� %
��� 
%'�$
 ���
��
 	��
�
��
��� A

2 = P (E)+ 
�	���	���
 ��
5�
� �	�	���+
������
�	��� �
�
�
� ���
��� �	 �	��� �	��
� ��	�0��
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������ 
������
� ������� �������� ��

��� � � ��	�
�����
� 
������ �� 
�
���� ��������� ����� ������ �������� ��
������ ��!
"
���#

∆E =
∂

∂t

(
A

2Et

)
, �$�%�

&��

A
2(E) =

n∑
α=1

A2
α(E) =

n∑
α=1

(
a2α − b2α + 2iaαbα

)
.

'����� 
(
��������#

R(u, v) = a
2 − b

2 =

n∑
α=1

(a2α − b2α), I(u, v) = 2
(
a,b

)
= 2

n∑
α=1

aαbα.

)
&�� �$�%� *����������
 ���� ���������� 
 ��	�
�������� �
*��� �������#

∆u− ∂

∂t

(
R(u, v)

∂u

∂t

)
+
∂

∂t

(
I(u, v)

∂v

∂t

)
= 0, �$���

∆v − ∂

∂t

(
R(u, v)

∂v

∂t

)
− ∂

∂t

(
I(u, v)

∂u

∂t

)
= 0.

+	� 
���� ����
��������� ��������� �$�%� ��� �$��� ������
� 
����,	�� �&
 �
���#

c2∆E − Ett = 4π
∂2

∂t2
P(E), �$�-�

&�� ���������
��� ���� �� P(E) �
�����
�
&
 ��&������ E = u+ iv ����� ���#

P(E) =
c2

4π

∫
A

2(E)dE − E = P (u, v) + iQ(u, v). �$�.�

/�
 0� ��������� �
0�
 ����
�����1 � ���� ���� ��	�
������" ���������#

c2∆u − utt = 4π
∂2

∂t2
P (u, v), c2∆v − vtt = 4π

∂2

∂t2
Q(u, v). �$�2�

3��� �� P (u, v) � Q(u, v)� ��� � �
��
����� ����
�
� a � b� ��
�����
��,� �
�
���� �
4� ���-��
5�������� �$�2� �
0�
 ��

��������1 ��� ��������� ��
���
�1�
 �
�����
����
� *�����
��&!
����
� �
��� � ��*�������� 
 ����
�
� �
������ �� 
 �
��
������� P,Q ��
�1 


����
���,	�"
����������� �
������ ��� ���������� 
(���
� ����
�	�" 
� �����0���

�� �
�� 
 �
��
�����!
�� u, v�

�� �������	� 
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�
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 ��	�
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�
���� �
�����
��" ������������" ��������� �����
�
0�
 �
�����1 � ����
��� ��

�
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���
���� �
�����
�
� ��������� *��
�����

��
�������� �� ��0�
� ��4���� 
�
���� ������������" ��������� ����� ��� ������
�
����
�!���� �� A(E) ������
� ��4����� �
�����
�
&
 ��������� *��
����#

n∑
α=1

(
E,α

)2

= A
2(E)

(
Et

)2

. �%���

/�
 �����0����� ������
� ������ 
���
����� 
�
���� ������
5�������� �%��� *����������
 ���� ��	�
������" 
�������" ��������� ���� ��������� *��
!

����#

n∑
α=1

[(
u,α

)2

−
(
v,α

)2
]
= R(u, v)

((
ut

)2

−
(
vt

)2
)
− I(u, v)utvt,

2

n∑
α=1

u,αv,α = I(u, v)

((
ut

)2

−
(
vt

)2
)
+ 2R(u, v)utvt.
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���������� � ����	
 A2 = 0 ����

	 ��	��
��� ����� �����
	
� ����

n∑
α=1

[(
u,α

)2

−
(
v,α

)2
]
= 0,

n∑
α=1

u,αv,α = 0.
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���� �������� �� ����� � ��
��� ��!!
�
�"����	��# 
$� �� t � %�
&
'������	��# � �	
�� (��� ����

�� ��	��
���� )�� �


� ���* 	�	��$���+� ��	��
��#
 ,��
�	*
�� � %�
��
%��+
� !��%"�#
� � �
%���	
��

	���
������ 
� �
%���&!��%"�# U = {U1, . . . , Un} � %�
���
��	
��

Uα = − 1

A2
Aα(E), α = 1, . . . , n,

� !��%"�# ρ = A
2Et �����
����# � ����


 ��������+- %�
��
%��+- ��	��
���* 	�	��$���+-

�� !��

 ��	��
��#
 ,��
�	 ��# ����%	 ��
	����� ���%���� �� �%������ U � ��������� ρ�

∂Uα

∂t
+ Uβ ∂U

α

∂xβ
= 0, α = 1, . . . , n;

∂ρ

∂t
+

∂

∂xα

(
ρUα

)
= 0. �����

.��	�
�������� �
���$� ��	��
��# ���	�	����	
��# ��#
+
 ��!!
�
�"����	��

 �
%���&
!��%"�� U � ����
�� ��
 ���������	��

 ��-����� ����

+ ��	��
��� ������ �����
 ��	��
��

(%���	�
���� ��	��
�� �/��� ��� ���������	��� ���
�
�
��# ��# !��%"�� ρ � U� )�

��
 �	%
�
* ��� % (��� ����


 
���� ��'	���� 
�
 ���� ��!!
�
�"�	���+� �	%�� ��-�	�
��# ���/� �
��-�	�# �
��# ��������� ρ1 = A

2/2 � �

 �
 ���

 �%�����
� U�

�� 	
������� ��������
� � ������� � 
����
����� n = 2

0	% ��%	�+�	
� ��
��	���
���+� 	�	��� �����
��+- �
1
���* �	�

������ %������	���$�
������	����	 n = 2 #��#
��# �+�
�
����� 2�(��
� �	��
����
 ��	�� �
�%���%� �	��+- ���

���*
%����+
 ��� ������ � ����%���� �
1
��� � (��� �	�

�������

3	��
����
 ������#* ��� %����+- �+����
�� ��
�� �

 �	�
������

I(u, v) = 2(a,b) = 0. �4���

5�# ����	# n = 2 (�� ������
 (%���	�
���� ��
�� ��
 �'��
 !��
��	
 ��# %�
���
�� �
%�����
a � b�

a1 = D1(u, v) cosΦ(u, v), a2 = D1(u, v) sinΦ(u, v), �4���

b1 = D2(u, v) sinΦ(u, v), b1 = −D2(u, v) cosΦ(u, v).

0�
���
��+ �
%����� a � b �����+ �����
����#�� ������1
��#
 �����* ��� �������� % ��
�� &
��
 ��	��
��#
 �	 !��%"�� D1(u, v)* D2(u, v) � Φ(u, v)�

1

D2

∂D1

∂u
=

1

D1

∂D2

∂u
=
∂Φ

∂v
,

1

D2

∂D1

∂v
=

1

D1

∂D2

∂v
= −∂Φ

∂u
.

6� (��- ������1
��� ��
��
��

D2
2 = D2

1 − C0, �4�/�

$�
 C0 = const� )�� �	�

D1 =
√
C0 chΨ(u, v), D2 = ±

√
D2

1 − C0 = ±
√
C0 shΨ(u, v), C0 > 0;

D1 =
√
|C0| shΨ(u, v), D2 = ±

√
C0 −D2

1 = ±
√
|C0| chΨ(u, v), C0 < 0,

D1 = ±D2, Ψ = lnD2, C0 = 0.

)��	�1�
�# ������1
��# �����
	 � ��	��	���+� ��� ������� 0�1� ��# �	�+ !��%"�� Φ � Ψ�

∂Ψ

∂u
=
∂Φ

∂v
,

∂Ψ

∂v
= −∂Φ

∂u
, �4���
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������ 
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� ������� �������� ��

���� ��� �	
���� 
��
���
 �����
���������

∂2Φ

∂u2
+
∂2Φ

∂v2
= 0,

∂2Ψ

∂u2
+
∂2Ψ

∂v2
= 0.

�� ����
���
�
 ����� ��� 	���

R(u, v) = D2
1 −D2

2 = C0. �����

! ���	�"���� �� ����
���
�# ����� � ����� 	���
�
�
 ����� $�����%����
 � 	���
�
�
�

∆u = C0utt, ∆v = C0vtt, �����

� � ∆ &  �	���
'# �$������ (�$����� )�� 	���
�
�
 
��
���
 ��$��*���������� $�� C0 > 0 �
����$��������� C0 ≤ 0� +�� ������"
�, 	������ ������
��"
���� �������� a � b �  �	���
��
��	��� ������������� $���� �� � ��
�#
'� 	���
�
�
�  �
 �	
���# u � v�

���������	� 
� -�
 ��*��� �� �

��� �
������������ ����
�
 Φ(u, v), Ψ(u, v) 	���
�
�#
.��� ���/� ����
�� 	���
�
�# ����� ��0
� $�� ������" � �� � ����
�
 ���$����
��� ����*���&
������� ���
���
 �
�
��� 	���
�
�
�

H
(
u+ iv, θ(x, y, t, u, v)

)
= 0, ���1�

� �  �
 ��$��*���������� ��	��
 C0 > 0�

θ(x, y, t, u, v) = ���2�

t+
√
|C0|

[
chΨ(u, v)

(
x cosΦ + y sinΦ

)
± i shΨ(u, v)

(
x sinΦ− y cosΦ

)]
.

�  �
 ����$��������� C0 < 0�

θ(x, y, t, u, v) = ���3�

t+
√
|C0|

[
shΨ(u, v)

(
x cosΦ + y sinΦ

)
± i chΨ(u, v)

(
x sinΦ− y cosΦ

)]
.

�� 
����������� �����	� �������	� ������� 	 �	�	����	� ����

4��*'# �
����� $�� �����
�� ����
�� 	���
�
�
 (�$���� � �
����
��
'�� ����
�
��� .��
��� 	�� �� 	���
�
�
 ����� � ��	��� C0 = 0 ��� 	���
�
�� $�����%����
 � 	���
�
�� (�$����
����������"
� $� $������
����

'� ���� �
����� 5�� ���� ����
�� ���1� 
��
���
 �*�*%�
���
������
��� ����
�
  �	���
��� 	���
�
�
 (�$����E = u+iv = f(x+iy) � $�������"
�# �	
����#
f(z) �z = x+ iy�� )�� ����
�� ����� ��� 	�%�# �� �

u+ iv = H
(
D1e

±iΦ(x∓ iy)
)
= 0. �����

�������	�� 5�����"�	 	���
�
�
 ����� ��
�#
'�, �� �6 �*%�� ����
��� 
��
���
 ��
�#
�

�	$��$�����
 ����
�# ���1�, �������%�
 ������
'� 
� ��������
�
'� ����
�
� Ψ(u, v) � Φ(u, v)
	���
�
�# .��� ���/� ��
������"
� u, v $�� ���������

'6 �
���
�
6 C0�

.�� ������
�, 	���
�
�� (�$���� ���
� ��
��
� � 	���
�
�
�� 5	����
�, �����'� ������ ��0&

	� ���" � ������ ����������
��
'6 � ����������

'6 $���#� 5�
���
�� �
����
��
'6 ����
�#
	  �

��� 	���
�
�
 ��
�����, ��� �	%����	�� ����� ��
�	�
�
'� �����
��� � $����# ����� 	���&

�
�
 (�$����, ���� �����
��� � 
������
�� ���' 
	�", �����'� ��� ��� � 
������'6 �*����
6
$������
���� ��� �� ���� $������
���� �
����
��
'� $��
� 5�����"�	 	���
�
�� (�$���� 
��
��&
�
 ��
�#
'�, ��  �$��
�
�� � $���	� ����" ����� 	���
�
�
 �*'�
'6 �����
���� $��
 
� ��

��
���	���� � $���� �� � �����0
���� �	%�������
�
 �
����
��
'6 ����
�# 	���
�
�# 5	����
�
���  �
 ����������

���, ��� �  �
 �������������� $���# � ��	��� �*'�
'6 ���$�� ���
�# ��&
�
 � � ����'� 7������� �	%�������
�
 �
����
��
'6 ����
�# � ���� ��	��� *	 �� ���*���
��
�	%�������
�� � $������
���� ��
�	�
�
'6 �����
����, ����������	�%�6 ����
�
� ������ 8
���&
���
�
 ���	���
 ����� ����� �  �
 ��	��# 	���
�
�
 -98���*��� � 	���
�
�
 ����������
��
'6



�� ���� �����	
�	

���� � ������	�
� ��
��������� ��� ���������� ������������ ����������
� ������	 �����
� ���
������ � ������ ��� 

!����� �
�������" ����#�"��
� ���������� �
����� �� ����� �����	 �����
 $�����������
��� ��%�� ������� ������� � 
�� ��� ��� ����#�"��
� ��������� ���%�
 �
�� ��"���� � �����&���
�������	 �������������� ������	� �
�������� �����
� �#��� ����%��� � ����#'(�� ��������
�����	 ������ 

�� ����� �	
���	
 ������� ������� �
��������� �	
���������� ��
	�����

��� n > 2

) ������	��� �#��� ������� ������������� ��� ������� a � b �� ����������
 ����� �� ����
������ Rn *�#��	� ����� 
�� ������� ����������
� +��������� 
����������� ��(���������#
��#��' ) ������� �� ������	 ��(�������
� ���������	�
� #�������	 ���� ,� �-� �����
� � ���
�
�� ������
 ������������ ������" ���������
� #�������	 ,� �- ������'� �������	� �� #%�
����� ���%��	 ���#��#��	 .�%��� ������� E(x, t) #�������	 ,� �- ����� ���# ���������#' ���
�����������# ��� ��� ��(�������
� ��������������/

ξ(u, v) = t+
(
a(u, v),x

)
, η(u, v) =

(
b(u, v),x

)
. ,0 �-

1����������" �������" u � v ��� ��������
� �� 
��� #�������	 ��%�� ���������� ��������'
+������ ���� � �������	 ������������� ������	 #�������	 ,� �- ) ���������� �� 
��� #������
��	 ����#��� ��� ���%����� ������ � �����
� ������������ ��� +#��&�� u � v ���'� �������
�
+����������
� �������"� �������"'� �������������� ����������� n− 2 

$��� +���������� �������� ������ ������ �� ���������� u ��� v� �� �����"" �����	� �
 ���
�#��� ���������������� ����������� n− 1� "��"'(�	�" ������������' #����" ����������#'(�	
+#��&�� u ��� v 2�� ��������������� � ������� �� ��(���������� ��#��"� #%� �� �#���� ����(�
�����"� ��������������' 2�� #���%�"�� �������� �������� ���� � �������������
� �������� 
3�������" ����������������	 #����" u = u0 � v = v0 ���'� ���/

ξ(u0, v) = t+
(
a(u0, v),x

)
, η(u0, v) =

(
b(u0, v),x

)
, ,0 �-

�

ξ(u, v0) = t+
(
a(u, v0),x

)
, η(u, v0) =

(
b(u, v0),x

)
. ,0 4-

2�� #�������" ����	�
 �� ����������� x� �� ������	�
� ��������������� �� v � u 
5��%����� ����� ����������" ����������������	 #����" +#��&�� u� ����������#'(�� �� ����

����"� u = u1 � u = u2� ��%�� ������� � ����(�' ������
 #�������	/

ξ(u1, v) = t+
(
a(u1, v),x

)
, η(u1, v) =

(
b(u1, v),x

)
, ,0 6-

ξ(u2, v
′) = t+

(
a(u2, v

′),x
)
, η(u2, v

′) =
(
b(u2, v

′),x
)
.

!���� v � v′ �������'� ���������� ��� �����%�
� �������" +#��&�� v ��" ��%��	 �� ��������
���������	 �������� 2�� ������� ���
��� #�������	 ������������ ���������� x� v � v′ ��(��
������ n + 2� �������"�� � Rn ���������������� ����������� n − 2 2�� ��������� ��� � ��#���
n = 2 ����������" ���������������	 �����%�
 ���� � �������� ����� ����� ��� ������ �������
����
� �������"� v � v′� � � ���� ��" ����'�������
� ����������������	 v = const� �����
�
����#�� ��
������� ��������������� �� +���
 ������ ������" ,� �- 

�� ��������
 
��
���� ��
�
��
��
��� 	 �
�����
��� n = 3

7�������# ��������
	 ��#��	 ������ ��%�#' ���� � ��������
� �������� ���������� ���
�������� ) ��#��� ����������� n = 3 ������� #�������	 ,0 6- ��%�� �
�� �������� � ����#'(�	
+����/

a1(u1, v)x1 + a2(u1, v)x2 + a3(u1, v)x3 = ξ(u1, v)− t,
b1(u1, v)x1 + b2(u1, v)x2 + b3(u1, v)x3 = η(u1, v), ,8 �-

a1(u2, v
′)x1 + a2(u2, v

′)x2 + a3(u2, v
′)x′3 = ξ(u2, v

′)− t,
b1(u2, v

′)x1 + b2(u2, v
′)x2 + b3(u2, v

′)x′3 = η(u2, v
′).
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��� ���	
��
 �
��
� ������� ����
�
���� ������� ������ � ������ �
� ��
������ � 
��������
�����

x1 = F1(u1, v) +H1(u1, v)x3, x2 = F2(u1, v) +H2(u1, v)x3,

x1 = F1(u2, v
′) +H1(u2, v

′)x3, x2 = F2(u2, v
′) +H2(u2, v

′)x3,

���

F1(u, v, t) =
1

∆0

(
b2(u, v)(ξ(u, v)− t)− a2(u, v)η(u, v)

)
,

F2(u, v, t) = − 1

∆0

(
b1(u, v)(ξ(u, v)− t)− a1(u, v)η(u, v)

)
,

H1(u, v) = − 1

∆0

(
b2(u, v)a3(u, v)− a2(u, v)b3(u, v)

)
,

H2(u, v) =
1

∆0

(
b1(u, v)a3(u, v)− a1(u, v)b3(u, v)

)
,

∆0 = b2(u, v)a1(u, v)− a2(u, v)b1(u, v)� ��
��
 �
������

x3 = −F1(u2, v
′, t)− F1(u1, v, t)

H1(u2, v′)−H1(u1, v)
= − F2(u2, v

′)− F2(u1, v)

H2(u2, v′)−H2(u1, v)
. � �!"

#�
������ �� $��� ���� ��
������ 
��%�� ��� �&'�
����� �
�
����
 v′ � �
��
���
�� �� �
�
(
������ u1, u2 � v� )&	�� *������
� x1 � x2 �
���
������
� �� �
����� ����+ '�� ∆0 �= 0 ���
��'�� �
�� ��
'���� u � v� ,
*�� �&	�� �
���
 �����%��+ �
�� ��*���
 a � b �� *������
��&� )
�������
�� ����� ��
���

���������	� 
� -�
��.
 �	�

�� �������
'��
�� /��*.�� u(x, t)+ ���� ���%�
��
 ��'�* ��(
��
�'���� ��������
��� ������ /��*.�� u+ ��� �
������
�� *������
����� ���
��
�
��
 n = 3
����������
� 
�
����� ��
�������

x1 =
F1(u, v, t)H1(u, v

′)− F1(u, v
′, t)H1(u, v)

H1(u, v′)−H1(u, v)
,

x2 =
F2(u, v, t)H2(u, v

′)− F2(u, v
′, t)H2(u, v)

H2(u, v′)−H2(u, v)
, � ��"

x3 = −F1(u, v
′, t)− F1(u, v, t)

H1(u, v′)−H1(u, v)
,

F1(u, v
′, t)− F1(u, v, t)

H1(u, v′)−H1(u, v)
=
F2(u, v

′, t)− F2(u, v, t)

H2(u, v′)−H2(u, v)
. � �0"

��
������������ 1�
������ ���	
���� ���%�
��
 ��'�* ����
�'���� ����'
��
� �� � �!" ���(
�����&� ���������� u1 → u2 = u+ '�� �������� * ��
������� � ��"� #�� $���+ ��
������ ��
������

��%�� ��� �&'�
����� ��
'���� �
�
����
 v′ � �
��
���
�� �� u � v� �
�
���&� ��� ��
������
���
&�
�� ��������
�� �
������
�� d = 2+ *����
� � ������
� ��
��.�� �	�

�� �������
'��
��
������� ��� /��*.�� u(x, t) � �
��&� ������ ������� t� #� 
�
����� �&��
&�
��
� ��
������
��� �&'�
����� ��
��.& �	�

�� �������
'��
�� ��� /��*.�� v(x, t)+ *����&� ���
� �� �����(
���
��

�������	� �� �	�

�� �������
'��
��+ ���	�� ������+ 	���� �
��
��� �� ������� � ����'��
�� ����
�������� 
��'
�+ �


���������� � 234+ '�� ������
� 
���
����� ����+ '�� ��������
��
������ /��*.�� u � v �� ������
� � �	��� 
��'
� ���
*�
�����

�������	� �� #������ � ��
������� � ��" * ������� v′ → v �������� * ��
������� *���&�


������
�'���� ��������
��� ������ /��*.�� u(x, t) �� 
�
����'��+ /��*.�� v(x, t)"+ *����&�
�����%�& ��� ��*����&� ��
'���� 

��� /��*.�� u(x, t)+ *����&� ������
� ��������� $���
��
�������

�� ����
���� �������� �������������	 � ����������	 n > 3

) 
��'
� n > 3 �&'�
����� 
�����
� �� 
�
����'��� 
����� 1�
������ ��� �������������
���
������ /��*.�� u(x, t) � ������ ������� t ��%�� �
��

�� � �����

x1 = F1(u, v) +
(
m1(u, v),x

)
⊥
, x2 = F2(u, v)t+

(
m2(u, v),x

)
⊥
, �5�3"



�� ���� �����	
�	

���

F1(u, v, t) =
1

∆0

(
b2(u, v)(ξ(u, v)− t)− a2(u, v)η(u, v)

)
,

F2(u, v, t) = − 1

∆0

(
b1(u, v)(ξ(u, v)− t)− a1(u, v)η(u, v)

)
,

m1 = − 1

∆0

(
b2(u, v)a(u, v)− a2(u, v)b(u, v)

)
,

m2 =
1

∆0

(
b1(u, v)a(u, v)− a1(u, v)b(u, v)

)
,

∆0 = b2(u, v)a1(u, v)− a2(u, v)b1(u, v)�

(m1(u, v),x)⊥ =

n∑
k=3

mk
1(u, v)xk, (m2(u, v),x)⊥ =

n∑
k=3

mk
2(u, v)xk.

�� 	
	����� 
 �������
�� 
���	�� ��� ��
���� u(x, t) ���	���	��
��
���������	� 
� ��	�
�
�� ��� ��	
��� ���	
�� �
����
	�
�
�� ��
���� u(x, t) � ����
�

�����
� � 
���	� n > 3 ����� 
����� �! ����

x1 = F1(u, v, t) +
(
m1(u, v),x

)
⊥
, x2 = F2(u, v, t) +

(
m2(u, v),x

)
⊥
,

F1(u, v
′, t)− F1(u, v, t) +

(
m1(u, v

′)−m1(u, v),x
)
⊥
= 0, "#�$%

F2(u, v
′, t)− F2(u, v, t) +

(
m2(u, v

′)−m2(u, v),x
)
⊥
= 0.

&������� 
���	� n > 3 �� n = 3 
�
���� � ���� ��� '�
���
�� ��	 ��	�
�
�� ��(
� �	

�	���)
�	�* �	� ��
�!
�� ��
�
����*
� ���� '�������*
�� '������ �� ������
	� �� 
	���	 x3, . . . , xn�
+	���	
��� 
���	

�� '� '����� �����(��
�� � ����� ��
�� � � 
���	� n > 3�

��
 �����	� �	������ �������	� ������� �������

,���� 
�������
�! �
����
	�
�
��� �����	� ���	 �	

�����
	 � '������ �� ���� �	����	��
�	(
�� -����
��� �'�
	
�� ��
	���� ���
 � �	

�	����	���� 
�
���	� ������
� ����
�� �'��)
�����	
�� ���
��� � ��������	
�� ��	�
�� ���
� . �� �
���

�� 
���	� "
�� /01% ����
�� �'��)
�����	
�� ���
�	 � �
����
	�
�
�� ��2�
�!� 
���	

�� 
 '���
���
��� ���
���� ��(
� �'�
�)
�	�* �	����*
�� 3�2�
�� 
 ���
����	

�! ���������! ��	������! �	
'��
��	
�
�� ���
 
	��	
�
� /01 �������
	��� 4�� 
�� �'�������	
�� ���
�	 �'�
��	��
� ��
����
�� ��	�
�
��� 5�'�	
����* ��	������� �	
'��
��	
�
�� ���
�	� . �	

�	����	���� ���'���

�� 
���	� �
����	���
� ���
��
���
�� �
����
	�
�
�� �	 
��� �'�������	
�� ���
��� '�� � '����	�* '���� �� ��2�)

�� "$�$%� '�
���*�� ���
�� ���
� 
������
���� �� ��'��'�����
�
��� ����
� ��
���! u(x, t) �
v(x, t)� 
� ������
� '��
����� 	 ��	�
�
�� ������
	�*
�� � 
�� ������� ��	���	��
� 
��(
����
.
� ����� '��
��	

��	� � ������� '���
����� ������
�� ��2�
�� ��� �'�������	
�� ���

���
�	� �'��������
� �� �
����� ���	 �
�� '�������
�� ��
���! u(x, t) � v(x, t) '� ������
	�	�
� ��
��
��
�
�*� ����
�	��� "$�$% "��� ���	
���
�� �� 
�
��% � �����

E = G
(
t+ (A(E),x)

)

6���	�

E,α =
AαG

′(z)

1− (A′,x)G′(z)
,

��� z = t + (A(E),x) = ξ + iη� &�
��	� 
	����� �� �� ��	�
�
�� ��� '�����
�
�� ������
��
��2�
���

1− (A′,x)G′(z) = 0, E = G(z). "07�0%

8�������� �	��� '�����
�
��! ������� �'��������
� ��
����
	�*
�! �	��
���
�*� A = A(E)
� ���(
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	���	�* �����������	 �	��������	�
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 ����	������ ����
	
������ 
������
� ������� �������� ��

����� ��	
����� 
���� ������ ������� ������	
���� ��	
����� 
������ ������	 � �����������
������ ����	��! ����� ������" ����� ���# ���������$����� � �������$����� ��	
������ %	���
��	
����� ����
����
��� ��&��� ����
��' A2(E) = p + iq = const� ��� p � q ( 
�&���
�����
����������! ��� �
�� 
�&���
����� ������)�����'

a
2(u, v)− b

2(u, v) = p = const, 2(a(u, v),b(u, v)) = q = const, 
*+�,�

��� 
��������� ����
�� -�)� 
,���� .���� ���
�������! $�� ��� ����
�� 
��������� ����
�� -�(
)� 
,���! ���� �/ ����
�� 
*+�,� 
���������� 	
���	��$����! ��� 
��������� 
������� 0��������
���
�� �/ ����
�� 
*+�,�! ����	'

(a′u, a) = (b′u,b), (a′v, a) = (b′v,b).

1����#/�� 
,���! ����$	�� �/ ��������" �	
����
'

(b′v, a) = −(a′v,b), (b′u, a) = −(a′u,b),
$�� ��
�
	������ ����/
����� �� u � v �� 
������ ������)���� 
*+�,�� 2�	����$�� ���	/�
	����
� ���	���� ��
��3������ 0 ��/��#�	��! ���� ������	
��# 
�����	 a � b 
 
���'

a = N(u, v)n(u, v), b =M(u, v)k(u, v), 
*+���

��� n
2 = 1 � k

2 = 1! �� �/ ����
�� M2 −N2 = p! �������'

(n,k) =
q

NM
. 
*+���

4�	
����� 
���� ���
�	&	���� 
 �	�� ��	
����� 562�	����	 �������	���� �	/�������#� n

 ���$	� p > 0, q = 0 � 
 ��	
����� .	��	�	 7 �������	���� �	/�������#� n + 1 
 ���$	�
p < 0, q = 0 � � �������	���� �	/�������#� n! ���� p = 0, q = 0� 0 ���$	� p = 0, q �= 0 ��	
�����

���� �
������ � �	�� ��	
����� 
��	'

∆∆u+ q2utttt = 0, ∆∆v + q2vtttt = 0.

8�)���� 
� 
��" ���" ���$	�" ����� ���# /	���	�� 
 
���'

E = G(ξ + iη), 
*+���

���

ξ = t+N(u, v)

n∑
α=1

nα(u, v)xα, η = ±
√
N2(u, v)− p

n∑
α=1

kα(u, v)xα. 
*+���

	 �����$��� 
�&���
����� 
�����	 n(u, v) � k(u, v)! ���3�� ���
���
����# ������ ����
�� 
*+����
9�� ���� /�	$���� sign(p) = +1 ����� ����
����
�
	�# ���$	� ��	
����� 562�	����	! 	 sign(p) =
−1 ( ��	
����� .	��	�	� 0 ���$	� p = 0, q = 0! ���� �� ξ � η ����� ����# �	��� 
��'

ξ = t+

n∑
α=1

N(u, v)nα(u, v)xα, η = ±
n∑

α=1

N(u, v)kα(u, v)xα. 
*+�:�
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������ ������������ ��
�����	��! ���� �����/�	$���� � ��� ��" ���	(

����
� 
�
���! ������� ���� ����	�� ���������#�� �	��" ��)���� 
 ��&�� ���$	�� 0 $	�������!

 ����$�� �� 
�&���
������ ���$	�! ����������� ��
������ �	� ��)���� ��	
����� 562�	����	
� .	��	�	 ����� ������	�# ��������
	��� �����	� %	��� ���	/��! ��3�� ����������
	�# ���(
���&��'

���������	� 
� 5�� ������ n > 1 ��	
�����'

∆E = pEtt,

����� ��)���� E(x, t) 
 
��� ����������" ��
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*+��� ��� ����/
��#��" 
�����(���� ��
n(u, v) � k(u, v) � ���� �� N(u, v)! ���
���
����&�" 
*+�,� ��� ����
�� q = 0� 9�� ���� 
 ���$	�
p > 0 ��� ��	
����� �
������ ��	
������ 562�	����	! 	 
 ���$	� p ≤ 0 ( ��	
������ .	��	�	�
9�����#�� ��	
����� 562�	����	 � .	��	�	 ��������! �� ��� ��" 
���������� �������� ����(
 �� �������/� ��� ;�� �/�	$	��! $�� ���	� ������	� ������	 �� ����$����" ��)���� �
������
��)����� ���" ��	
������
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 �  
��
�
 � !��� 	
��
	�����"
��� !��#� �	
���
��� ���� a � b � ��
��$%
� ���
&

a = N
(
cosΦ(u, v) sinΘ(u, v), cosΦ(u, v) sinΘ(u, v), cosΘ(u, v)

)
, '(("()

b =M
(
cosΦ(u, v) cosΘ(u, v), cosΦ(u, v) cosΘ(u, v),− sinΘ(u, v)

)
,

#�
 N =
√
|p| chΨ(u, v)�M =

√
|p| shΨ(u, v) ��� ����
� p > 0 � N(u, v) =

√
|p| shΨ(u, v)�M(u, v) =√

|p| chΨ(u, v) ��� ����
� p < 0" * ����

 p = 0& N(u, v) = M(u, v) = exp(Ψ)" +�� �������
���
!����
�
���� '(,"-) �	� �������� p = 0, q = 0"
�����
���� ��	
�
��� ��� ������
�� �
���	�� a � b � '-"�)� �	������ � �������
����&

∂Ψ

∂u
= −∂Θ

∂v
,
∂Ψ

∂v
=
∂Θ

∂u
,
∂Φ

∂u
=
∂Φ

∂v
= 0. '(("-)

.������
��� '(("() �	� ������
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&

H(E, ζE + s−, ζ
∗ + Es+) = 0, '(("2)

ζ = x+ iy, ζ∗ = x− iy, s− = z − t, s+ = z + t,

#�
 3'4�5�6) / �	��������
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