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Ëåêöèÿ 1. Ìåòîä ôóíêöèîíàëüíûõ

ïîäñòàíîâîê è èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè

òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè

- ß ïðåäïî÷èòàþ íàéòè îäíó èñòèíó,
õîòÿ áû è â íåçíà÷èòåëüíûõ âåùàõ,

íåæåëè äîëãî ñïîðèòü î âåëè÷àéøèõ âîïðîñàõ,
íå äîñòèãàÿ íèêàêîé èñòèíû.

Ã. Ãàëèëåé

1 Ââåäåíèå

Óñïåøíîñòü òîé èëè èíîé òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè, îñíîâàííîé íà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèÿõ, çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî òî÷íûì è ïîëíûì ìîæåò áûòü ïðîâåäåí àíàëèç èõ
ðåøåíèé. Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå íàèáîëåå ïîëíûé àíàëèç ìîæåò áûòü ïðîâåäåí äëÿ ìîäå-
ëåé, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíûì ñâîé-
ñòâîì, îïðåäåëÿþùèì óñïåøíîå ïðèìåíåíèå ëèíåéíûõ ìîäåëåé íà ïðàêòèêå, ÿâëÿåòñÿ
ïðèíöèï ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè, ïîçâîëÿþùèé ñîáèðàòü ñëîæíûå ðåøåíèÿ èç ïðîñòåé-
øèõ. Ýòî íàïîìèíàåò èãðó â êóáèêè, êîãäà èç ïî÷òè îäèíàêîâûõ ïî ôîðìå ýëåìåíòîâ ñî-
áèðàþò î÷åíü ñëîæíûå êîíñòðóêöèè. Ïîñêîëüêó ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé, îñíîâàííûå
íà ïðèíöèïå ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè, î÷åíü ýôôåêòèâíû ïðè ðåøåíèè ìíîæåñòâà ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷, òî îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèå èõ ê ñîâîêóïíîñòè ëèíåéíûõ. Òàêîé ïåðåõîä
ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûé ìåòîä òàêîãî ðî-
äà - ýòî ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé â òîé èëè èíîé ôîðìå. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå
òåîðèè âîçìóùåíèé ëèøàåò ïîëó÷àåìûå ðåøåíèÿ îñîáûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ïðèñóùè èìåí-
íî ðåøåíèÿì íåëèíåéíûõ ìîäåëåé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðåøåíèå â òåîðèè âîçìóùåíèé
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èìååò âèä áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ, ñõîäèìîñòü êîòîðûõ ÷àùå âñåãî íå ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà
â ïîëíîé ìåðå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ïåð-
âûõ íåñêîëüêèõ ïîðÿäêîâ, ÷àùå âñåãî íå îòðàæàþò ñóùåñòâåííûõ ñâîéñòâ íåëèíåéíîãî
ïðîöåññà. Äëÿ âûÿâëåíèÿ ñïåöèôè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî èìåòü
â ðàñïîðÿæåíèè ìåòîäû ïðåîáðàçîâàíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ëèíåéíîå èëè äðóãîå
íåëèíåéíîå óðàâíåíèå, íî äîïóñêàþùåå ïîëíóþ èíòåãðèðóåìîñòü. Îäíèì èç òàêèõ îáùèõ
ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñâåñòè íåëèíåéíóþ çàäà÷ó ê ëèíåéíîé èëè ïîëíîñòüþ èíòåãðèðó-
åìîé, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ôóíêöèîíàëüíûõ ïîäñòàíîâîê, ðàçâèòèå êîòîðîãî ñâÿçàíî â ïåðâóþ
î÷åðåäü ñ ïîäñòàíîâêîé Êîóëà-Õîïôà äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà [2, 25, 24].

Ñîâðåìåííàÿ ôèçèêà è ñîïðÿæåííûå ñ íåé îáëàñòè íàóêè îïåðèðóþò ìíîæåñòâîì ìî-
äåëåé ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì ñâîé-
ñòâîì ñîâðåìåííûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ èõ íåëèíåéíîñòü. Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî èçíà-
÷àëüíî èçó÷àåìîå ÿâëåíèå èëè ïðîöåññ èìåþò èëè íàäåëÿþòñÿ òàêèìè ñâîéñòâàìè, êîòî-
ðûå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîñòîé ñîâîêóïíîñòè áîëåå ïðîñòûõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêà-
þùèõ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Â íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ âñå ýëåìåíòû ñèñòåì âçàèìîäåé-
ñòâóþò äðóã ñ äðóãîì òàê, ÷òî èõ íåâîçìîæíî ïðîñòûì îáðàçîì ðàçäåëèòü íà îòäåëüíûå
ñîñòàâëÿþùèå. Î÷åíü ÷àñòî èìåííî íåëèíåéíîñòü îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûå ÷åðòû ðåàëü-
íûõ ÿâëåíèé èëè ïðîöåññîâ, êîòîðûå íå óäàåòñÿ îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ëèíåéíûõ
ìîäåëåé. Ýòîò ôàêò áûë îñîçíàí â ïîëíîé ìåðå ëèøü âî âòîðîé ïîëîâèíå XX âåêà è ñòàë
îäíèì èç ãëàâíûõ èäåîëîãè÷åñêèõ îñíîâ îáùåãî ïîäõîäà ê âûáîðó ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ
ðåàëüíûõ ñèñòåì è èõ ïîâåäåíèÿ.

Îñíîâíîé ñëîæíîñòüþ íà ïóòè èñïîëüçîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ðå-
àëüíûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå îáùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîñòðî-
åíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, íà êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ìîäåëü. Ïîýòîìó îäíîé èç
âàæíûõ òåíäåíöèé â ìàòåìàòè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå XX âåêà ñòàë ïðèñòàëüíûé
èíòåðåñ ê ðàçëè÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäàì, êîòîðûå ïîçâîëÿëè áû ñòðîèòü òî÷íûå ðå-
øåíèÿ îïðåäåëåííûõ òèïîâ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, à áîëåå ñëîæíûå óðàâíåíèÿ óïðîùàòü
òàê, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî áû ïðèâåñòè ê îäíîìó èç âèäîâ èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé.

Ìåòîäû ðåäóêöèè ñëîæíûõ óðàâíåíèé ê áîëåå ïðîñòûì ïîÿâèëèñü ñ ìîìåíòà ñîçäàíèÿ
àïïàðàòà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Ýòè ìåòîäû
îïèðàëèñü íà âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü ðåøåíèÿ ñëîæíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ áåñêî-
íå÷íûõ ðÿäîâ ôóíêöèé, êîòîðûå ÿâëÿëèñü ðåøåíèÿìè áîëåå ïðîñòûõ óðàâíåíèé. Òàêîé
ïîäõîä â öåëîì íàçûâàåòñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèé. Ýòîò ìåòîä ïðåäïîëàãàåò, ÷òî â èñõîä-
íîì óðàâíåíèè ìîæíî âûäåëèòü íåêîòîðîå ïðîñòîå òî÷íîå ðåøåíèå ñëîæíîé ñèñòåìû, êî-
òîðîå îòðàæàåò íåêîòîðîå �íåâîçìóùåííîå� åå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå �íå ñèëüíî� îòëè÷àåòñÿ
îò íóæíîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñîâîêóïíîñòè, êàê ïðàâèëî, îäíîòèïíûõ
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîå ðåøåíèå àääèòèâíî äîïîëíÿåòñÿ èõ ðåøåíèÿìè. Îñ-
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íîâíàÿ ïðîáëåìà òàêîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî íåâîçìóùåííûõ, ïðîñòûõ
ðåøåíèé î÷åíü îãðàíè÷åíî, à íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ â òåîðèè âîçìóùå-
íèé íå îòðàæàþò ñóòè íåëèíåéíîãî ÿâëåíèÿ, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü ëèøü ñóììèðóÿ âåñü
áåñêîíå÷íûé ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ðåøåíèé. Ïîñëåäíåå, îäíàêî, ÷àùå âñåãî íà ïðàêòèêå
íåâîçìîæíî ñäåëàòü.

Áîëåå ðàçâèòûé ìåòîä òåîðèè âîçìóùåíèé, ÷àñòî íàçûâàåìûé ìåòîäîì ìíîãîìàñøòàá-
íûõ ðàçëîæåíèé [3, 4], äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ âîçìóùåííûõ
ðåøåíèé òàê, ÷òî îíà ìîæåò ó÷èòûâàòü èìåííî íåëèíåéíûå ñâîéñòâà ïðîöåññà. Ïðè ýòîì
íà êàæäîì øàãå ïîñòðîåíèÿ âîçìóùåííûõ ðåøåíèé ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ íåëèíåéíû-
ìè óðàâíåíèÿìè, íî áîëåå ïðîñòîãî âèäà. Ýòîò ïîäõîä è ðåàëèçóåò êîíöåïöèþ ïðèâåäå-
íèÿ ñëîæíûõ óðàâíåíèé ê áîëåå ïðîñòûì, äëÿ êîòîðûõ óæå èìåþòñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ
òî÷íûõ ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâûé ïëàí â ðàçâèòèè ìåòîäîëîãèè èññëåäîâàíèÿ
íåëèíåéíûõ ìîäåëåé âûäâèãàþòñÿ ìåòîäû îòûñêàíèÿ èëè ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ
èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ñõåìàõ ìåòî-
äà òåîðèè âîçìóùåíèé â ôîðìå ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé.

Ïåðâûì ïîëåçíûì äëÿ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷ ñïîñîáîì îòûñêàíèÿ òî÷íîèíòåãðèðó-
åìûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñòàë ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è (ÌÎÇ), êîòîðûé
ïåðâîíà÷àëüíî îïèðàëñÿ íà ìåòîäîëîãè÷åñêóþ áàçó êâàíòîâîé òåîðèè. Îñíîâîé ÌÎÇ ñòà-
ëà ïðîöåäóðà ïðèâåäåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ê ñïåöèàëüíîé ôîðìå çàïèñè, ýêâèâà-
ëåíòíîé óñëîâèþ êîììóòàòèâíîñòè ïàðû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, òàê
íàçûâàåìîé ïàðû Ëàêñà [29]. Ïåðâûì è òèïè÷íûì ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ÌÎÇ ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå Âðèçà (ÊäÂ):

ut + 6uux + uxxx = 0, (1)

êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå óñëîâèÿ êîììóòàòèâíîñòè äâóõ îïåðàòîðîâ:

L̂ =
∂2

∂x2
+ u(x, t), Â =

∂

∂t
+ 4

∂3

∂x3
+ 3u(x, t)

∂

∂x
+ 6ux.

Äåéñòâèòåëüíî:
[L̂, Â]Ψ = (ut + 6uux + uxxx)Ψ.

Ïîýòîìó, åñëè ôóíêöèÿ u(x, t) òàêîâà, ÷òî êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ L̂ è Â ðàâåí íóëþ äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè Ψ èç ïîäõîäÿùåãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÊäÂ (1).

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû è óñëîâèÿ èõ êîììóòàòèâíîñòè ñòàëè èãðàòü âàæíóþ ðîëü â çà-
äà÷àõ òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè áëàãîäàðÿ êâàíòîâîé òåîðèè. Îäíàêî òå
çàäà÷è, ê êîòîðûì ïðèìåíèì ÌÎÇ, îòíîñÿòñÿ ê ãîðàçäî áîëåå øèðîêîìó êðóãó ñèñòåì
è ÿâëåíèé â íèõ, ÷åì êâàíòîâûå ñèñòåìû, ÷òî è ñäåëàëî ÌÎÇ ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì

� 5 �



Íåëèíåéíûå ìîäåëè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè

èññëåäîâàíèé âîëíîâûõ ïðîöåññîâ âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ ñîâðåìåííîé ôèçèêè - ãèäðîäèíà-
ìèêå, íåëèíåéíîé îïòèêå, òåîðèè ïëàçìû è ò.ä. [22, 4, 45]. Òåì íå ìåíåå, ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè óñòàíîâëåíî, ÷òî êðóã íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èíòåãðèðóåìûõ ÌÎÇ, îêàçàëñÿ
ñëèøêîì óçêèì è íå îòâå÷àåò òðåáîâàíèÿì ìíîæåñòâà ïîñòàíîâîê ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ
çàäà÷. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ äèññèïàòèâíûìè ïðîöåñ-
ñàìè, êîòîðûå íå îáëàäàþò äîñòàòî÷íûì ÷èñëîì äèôôåðåíöèàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ,
÷òî ñîñòàâëÿåò îäíî èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èíòåãðèðóåìûõ ÌÎÇ.

Äðóãîé ïîäõîä ê îòûñêàíèþ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé ñâÿçàí ñ îòûñêàíèåì ïðåîáðà-
çîâàíèé íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ê ñïåöèàëüíîìó âèäó, â êîòîðîì ïðåîáðàçîâàííàÿ ôóíêöèÿ
óäîâëåòâîðÿåò äðóãîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîå óæå äîïóñêàåò ïîëíóþ èíòåãðèðóåìîñòü. Òà-
êîé ïîäõîä áûë íàçâàí ìåòîäîì ôóíêöèîíàëüíûõ ïîäñòàíîâîê (ÌÔÏ), ïî íàçâàíèþ îäíîãî
èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ åãî ðåàëèçàöèè äëÿ êîíêðåòíîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è îá îäíîìåðíîì
òå÷åíèè âÿçêîé îäíîðîäíîé æèäêîñòè, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áþðãåðñà [2]:

ut + uux = νuxx. (2)

Çäåñü u(x, t) - ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ñðåäû, à ν - êîýôôèöèåíò åå êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè. Â
ðàáîòàõ [25, 24] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè:

u =
∂ lnϕ

∂x
, (3)

ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè:

ϕt − νϕxx = 0,

îòíîñèòåëüíî âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè ϕ(x, t). Ïîäñòàíîâêà (3) íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé
Êîóëà-Õîïôà è äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëàñü ïî÷òè åäèíñòâåííûì ïðèìåðîì óäà÷íîãî ïðèìå-
íåíèÿ ÌÔÏ ê ðåàëüíûì çàäà÷àì òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Äðóãîé áîëåå ðàííèé ïðèìåð
ïîäîáíîãî ðîäà, ñâÿçàííûé ñ ïîñòðîåíèåì òî÷íûõ ðåøåíèé äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëè-
óâèëëÿ:

∆θ = e−2θ, ∆ =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
,

èãðàþùèé âàæíóþ ðîëü â òåîðèè äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé [39], áûë íàéäåí â ðàáîòå [32]
(ñì. òàêæå [34, 33]). Â îáùåé ôîðìå çàïèñè ôóíêöèÿ:

θ =
1

2
ln

(
(Φx)

2 + (Φy)
2

Φ2

)
,

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(x, y) óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà:

∆Φ = 0.
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Ìåòîä ôóíêöèîíàëüíûõ ïîäñòàíîâîê

Îäíàêî äî íåäàâíåãî âðåìåíè [19] ïîäñòàíîâêè Êîóëà-Õîïôà è Ëèóâèëëÿ, ñâîäÿùèå ñîîò-
âåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ê ëèíåéíûì, íå ðàññìàòðèâàëèñü êàê ïðèíàäëåæàùèå ê îäíîìó
ïîäõîäó, îñíîâàííîìó íà ÌÔÏ. Â êîíöå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà â öåëîì ðÿäå ðàáîò
[26, 27, 37, 36] áûëî óñòàíîâëåíî îïðåäåëåííîå ïîäîáèå ìåæäó óðàâíåíèÿìè, èíòåãðèðó-
åìûìè ñ ïîìîùüþ ÌÎÇ è óðàâíåíèÿìè, èíòåãðèðóåìûìè ñ ïîìîùüþ ÌÔÏ. Ïîñëåäíèå
ïîëó÷èëè íàçâàíèå óðàâíåíèé òèïà Áþðãåðñà. Áîëåå ñèñòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîñòðîå-
íèþ óðàâíåíèé òèïà Áþðãåðñà, èíòåãðèðóåìûõ ñ ïîìîùüþ ÌÔÏ â ðàçëè÷íûõ åãî ôîðìàõ,
áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [11, 16] è ðàçâèò â äàëüíåéøåì â öèêëå ðàáîò [12, 13, 15, 41, 19].

2 Î ïîëüçå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

2.1 Ïîëå ïåðåíîñà òåìïåðàòóðû

Äîëãîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèå ïîäñòàíîâêè Êîóëà-Õîïôà äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ñâÿçû-
âàëîñü èñêëþ÷èòåëüíî ñî ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðîé ñàìîãî óðàâíåíèÿ, ÷òî íå ïîçâîëÿëî
îñîáåííî íàäåÿòüñÿ íà òî, ÷òî àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü åùå ãäå-òî. Îä-
íàêî â 2006 ãîäó ïîÿâèëàñü ðàáîòà [21], â êîòîðîé ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèåì Áþðãåðñà è
òåïëîïðîâîäíîñòè ïîëó÷èëà ñîâåðøåííî íîâîå îáîñíîâàíèå.

Â ðàáîòå [21] ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î ïåðåìåùåíèè â ïðîñòðàíñòâå òî÷åê ñ çàäàííîé
òåìïåðàòóðîé, åñëè ñàìà òåìïåðàòóðà îïèñûâàåòñÿ ïðîñòûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíî-
ñòè ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè ν. Ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ òàêèõ òî-
÷åê ìîæåò âû÷èñëåíà, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäå-
ëåíèå òåìïåðàòóðû â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè T (x, t). Òîãäà
çàêîí äâèæåíèÿ x = x(t) òî÷êè ñ òåìïåðàòóðîé T0 ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ
àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

T (x(t), t) = T0. (4)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî âðåìåíè, íàõîäèì:

dT (x(t), t)

dt
=
∂T

∂t

∣∣∣∣
T=T0

+
dx

dt

∂T

∂x

∣∣∣∣
T=T0

= 0.

Ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè V = dx/dt îáðàçóåò ïîëå, åñëè çíà÷åíèå T0 ïðîáåãàåò âñå
äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ. Ýòè äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè T (x, t) ÷àñòî íàçûâàþò ìàð-

êåðàìè, à ñàìî óðàâíåíèå (5) íàçûâàþò óðàâíåíèåì ïåðåíîñà ìàðêåðîâ. Ïðè ýòîì
ôîðìà óðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëå
V (x, t) ìîæíî ðàññ÷èòàòü, èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ:

∂T

∂t
+ V (x, t)

∂T

∂x
= 0. (5)
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Íåëèíåéíûå ìîäåëè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ T (x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè:

Tt − νTxx = 0. (6)

Âîçíèêàåò âîïðîñ - ñóùåñòâóåò ëè óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè V (x, t),
íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà ôóíêöèè T (x, t), êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðå-
øåíèå ýòîé çàäà÷è è áûëî íàéäåíî â ðàáîòå [21]. Ñóòü ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî Óðþêîâûì,
ñîñòîÿëà â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè (6) è (5) èõ äèôôåðåíöèàëüíûå
ñëåäñòâèÿ. Èìåííî ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáùóþ ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé:

Tt − νTxx = 0, Tt + V Tx = 0,

Txt − νTxxx = 0, Ttt − νTxxt = 0,

Txt + VxTx + V Txx = 0, Ttt + VtTx + V Txt = 0, (7)

Txxt + VxxTx + 2VxTxx + V Txxx = 0.

Ýòà ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé ñîäåðæèò ñåìü ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ñå-
ìè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè T (x, t). Ýòà ñèñòåìà çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ:
Tx, Tt, Txx, Txt, Ttt, Txxx, Txxt è ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ T (x, t)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, òî ïî ïîñòðîåíèþ îíà ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñò-
íîé, à åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Âû÷èñëÿÿ îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå ñîîòíîøåíèå:

Vt + 2V Vx − νVxx = 0, (8)

÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Áþðãåðñà (2), åñëè ïîëîæèòü u = 2V .
Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü èç áîëåå ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé, çàìå÷àÿ, ÷òî

óðàâíåíèå (5) ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîäñòàíîâêó Êîóëà-Õîïôà:

V = −Tt
Tx

= −νTxx
Tx

= −ν ∂
∂x

lnTx,

åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè (6). Îäíàêî, åñëè ôàêò íàëè÷èÿ ïîä-
ñòàíîâêè Êîóëà-Õîïôà äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà âûãëÿäèò êàê �ñëó÷àéíàÿ� îñîáåííîñòü,
òî ñïîñîá âûâîäà óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà, êàê óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçàííûõ ñ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè, âûãëÿäèò êàê ðåçóëüòàò
áîëåå îáùåé èäåîëîãèè, êîòîðóþ ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà äðóãèå óðàâíåíèÿ.

2.2 Ïîëå ñêîðîñòåé ïåðåíîñà ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ â âàêóóìå

Äëÿ äåìîíñòðàöèè òîãî, ÷òî èäåîëîãèÿ ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [21] ìîæåò áûòü ðàñïðî-
ñòðàíåíà íà áîëåå øèðîêèé êëàññ óðàâíåíèé, ðàññìîòðèì âûâîä îáùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ
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ñêîðîñòåé ïåðåíîñà çíà÷åíèé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ Ä'Àëàìáåðà, êîòî-
ðîå îïèñûâàåò äèíàìèêó ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â âàêóóìå [11]. Çàäà-
÷à î âû÷èñëåíèè òàêîãî óðàâíåíèÿ ñòàâèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî
ñäåëàíî äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïóñòü ôóíêöèÿ T (x, t) òåïåðü (ïîòåíöèàë ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ, íàïðèìåð) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ä'Àëàìáåðà:

Ttt − c2Txx = 0. (9)

Óðàâíåíèå ïåðåíîñà çíà÷åíèé ôóíêöèè T (x, t) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è óðàâíåíèå (5). Ïðî-
èçâîäÿ ôîðìàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèé (9) è (5) ïî x è t, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ñèñòåìà ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè T âíîâü çàìûêàåòñÿ, íî óæå äëÿ ñîâîêóïíîñòè èç äåâÿòè
ïðîèçâîäíûõ: Tx, Tt, Txx, Txt, Ttt, Txxx, Txxt, Txtt, Tttt:

Ttt − c2Txx = 0, Tt + V Tx = 0,

Txtt − c2Txxx = 0, Tttt − c2Txxt = 0,

Txt + VxTx + V Txx = 0, Ttt + VtTx + V Txt = 0, (10)

Txxt + VxxTx + 2VxTxx + V Txxx = 0, Tttt + VttTx + 2VtTxt + V Txtt = 0,

Txtt + VxtTx + VxTxt + VtTxx + V Txxt = 0.

Åñëè ôóíêöèÿ T (x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ä'Àëàìáåðà, òî ïîñëåäíÿÿ îäíîðîäíàÿ
ñèñòåìà ñîâìåñòíà ïî ïîñòðîåíèþ, à îïðåäåëèòåëü åå ðàâåí íóëþ. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäó-
þùåìó, íà âèä äîñòàòî÷íî ñëîæíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè V (x, t):

(V 2 − c2)
((
Vtt − c2Vxx

)(
V 2 − c2

)
− 2V

[
(Vt)

2 − c2(Vx)
2
])

= 0

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñòü òðè íåçàâèñèìûõ âåòâè ðåøåíèé. Äâà ðåøåíèÿ V =
±c ñîîòâåòñòâóþò äâóì áåãóùèì â îäíó ñòîðîíó ðåøåíèåì Ä'Àëàìáåðà: T+(x, t) = g(x−ct)
è T−(x, t) = h(x+ ct), à òðåòüå óðàâíåíèå:(

Vtt − c2Vxx

)(
V 2 − c2

)
− 2V

[
(Vt)

2 − c2(Vx)
2
]
= 0, (11)

ñîîòâåòñòâóåò èõ ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè. Ýòî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïðèâåñòè â áî-
ëåå êîìïàêòíûé âèä: (

∂2

∂t2
− c2

∂2

∂x2

)
ln

∣∣∣∣c− V

c+ V

∣∣∣∣ = 0. (12)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F (V ) = ln |c−V |− ln |c+V | âíîâü óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Ä'Àëàìáåðà. Óðàâíåíèå (12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíîâü óðàâíåíèå Ä'Àëàìáåðà. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

T (x, t) → T ′(x, t) = ln

(
c− V (x, t)

c+ V (x, t)

)
= ln

(
cTx + Tt
cTx − Tt

)
. (13)
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ïðåîáðàçóåò ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ä'Àëàìáåðà âíîâü â ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ä'Àëàìáåðà. Ñìûñë ýòîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî ïîíÿòü, åñëè ðåøåíèå äëÿ T (x, t) ïðåäñòà-
âèòü â âèäå:

T (x, t) = f(x− ct) + h(x+ ct), (14)

ãäå f(ξ) è h(η) - ïðîèçâîëüíûå äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî êî-
íóñíûõ ïåðåìåííûõ ξ = x − ct è η = x + ct. Ïîäñòàâëÿÿ (14) â âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè
T ′(x, t), íàõîäèì:

T ′(x, t) = ln f ′(x− ct)− lnh′(x+ ct).

Ïîñêîëüêó â ïðåäñòàâëåíèè (14) ôóíêöèè f(ξ) è h(η) ïðîèçâîëüíû, òî èç ïîñëåäíåãî ñî-
îòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå (13) ïðåîáðàçóåò T (x, t) ê òîìó æå îáùåìó ïðåäñòàâ-
ëåíèþ (14) ñ çàìåíîé ôóíêöèè f(x− ct) íà ôóíêöèþ ln f ′(x− ct) è h(x+ ct) íà ôóíêöèþ
− lnh′(x+ ct) òîãî æå òèïà.

2.3 Îáîáùåííûå ïîäñòàíîâêè òèïà Êîóëà-Õîïôà

Ïðèìåðû ñ óðàâíåíèÿìè òåïëîïðîâîäíîñòè è Ä'Àëàìáåðà ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóåò
íåêîòîðàÿ îáùàÿ ñõåìà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ çàðàíåå èç-
âåñòíûì ñâîéñòâîì èíòåãðèðóåìîñòè, ïðè÷åì ýòà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ
óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíîé, ïîñêîëüêó ñðàçó ïðåäëàãàåò è ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðå-
øåíèé ýòèõ óðàâíåíèé. Ðåàëèçàöèÿ ýòîé îáùåé ñõåìû ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ.
×àñòü èç ýòèõ ñõåì áûëà îïèñàíà â ðàáîòàõ [11, 16, 12, 13]. Âñå ýòè ñõåìû îïèðàþòñÿ íà
ðàçëè÷íûå ñîâîêóïíîñòè èñõîäíûõ áàçîâûõ ñîîòíîøåíèé, èç êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ äîïîëíè-
òåëüíîãî èíòåãðèðóåìîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ íîâîå íåëèíåéíîå èíòåãðèðóåìîå óðàâíå-
íèå. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç ýòèõ ñõåì, à çàòåì îïèøåì ñàìóþ îáùóþ ñõåìó, èç êîòîðîé
ìîæíî ïîëó÷èòü âñå îñòàëüíûå.

Èäåÿ îáîáùåíèÿ ïîäñòàíîâîê òèïà Êîóëà-Õîïôà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè âîïðîñà î òîì, êàê ïåðåìåùàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ìàðêåðû, âûäåëåííûå çíà-
÷åíèåì íåêîòîðîé ôóíêöèè T (x, t), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè, ýòî
óðàâíåíèå ìîæíî îáîáùèòü, ââîäÿ â íåãî îäíó ïðîèçâîëüíóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ.
Èìåííî, ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ ìàðêåðà T (x, t), óäîâëåòâîðÿþùåãî
óðàâíåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ñðåäå ñ àäâåêöèåé ñî ñêîðîñòüþ W (x, t) [12]:

Tt − νTxx +W (x, t)Tx = 0. (15)

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñèñòåìà áàçîâûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå òåïåðü
ìîæíî èçâëå÷ü èç óðàâíåíèÿ (15) è óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ìàðêåðà (5) áóäåò ïî ñóòè íå
ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ñèñòåìû (7). Ïîñêîëüêó äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè (15)
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èìååò ìåíüøèé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè T , ÷åì åãî ãëàâíàÿ ÷àñòü, òî è ÷èñëî ñà-
ìèõ óðàâíåíèé â (7) è ÷èñëî ïðîèçâîäíûõ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ýòà ñèñòåìà áóäåò çà-
ìêíóòà, îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì. Ñóùåñòâåííî èçìåíèòñÿ ëèøü îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû,
êîòîðûé áóäåò òåïåðü ñîäåðæàòü íå òîëüêî ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè V (x, t), íî è ôóíêöèè
W (x, t). Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëÿÿ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû:

Tt − νTxx +WTx = 0, Tt + V Tx = 0,

Txt − νTxxx +WxTx +WTxx = 0, Ttt − νTxxt ++WtTx +WTxt = 0,

Txt + VxTx + V Txx = 0, Ttt + VtTx + V Txt = 0, (16)

Txxt + VxxTx + 2VxTxx + V Txxx = 0.

Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

Ut + UVx + V Ux − νVxx = 0, (17)

ãäå U = (V −W )/ν. Ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè V (x, t) è U(x, t).
Ïîýòîìó ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ôóíêöèÿìè, â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ýòè ôóíêöèè ñâÿçàíû ñ T (x, t) áàçîâûìè óðàâíåíèÿìè (7) è (5), êîòîðûå ìîæíî
ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

V = −Tt
Tx
, U = −Txx

Tx
. (18)

Èç ýòèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè T ëþáîãî ïîðÿäêà ìî-
ãóò âûðàæåíû èñêëþ÷èòåëüíî ÷åðåç îäíó èç íèõ, íàïðèìåð, Tx, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå
êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè áóäóò íåêîòîðûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ïîëèíîìàìè
îò V è U . Â ÷àñòíîñòè:

Txt = −Q(x, t)Tx, Q = Vx − UV,

Ttt = −R(x, t)Tx, R = Vt − V Vx + V 2U, (19)

Txxx = −(Ux − U2)Tx, . . .

Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ñîîòíîøåíèå (17) ìîæíî çàïèñàòü áîëåå êîìïàêòíî:

Ut = Qx. (20)

Ñìûñë ðàññìîòðåíèÿ ðàñøèðåííîãî âàðèàíòà óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ àäâåêöè-
åé ñîñòîèò â òîì, ÷òî óíèâåðñàëüíîå ñîîòíîøåíèå (20) ñâÿçûâàåò äâå ôóíêöèè, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ T (x, t). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûáèðàÿ
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ôóíêöèè T (x, t), êàê ðåøåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðèðóåìîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè U è Q, êîòîðàÿ ñ
ó÷åòîì (20) áóäåò ïðèâîäèòü ê íåêîòîðûì íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì ñîîòíîøåíè-
ÿì äëÿ ýòèõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðèðóåìûå ïî ïîñòðîåíèþ
íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ.

3 Ïðîñòåéøàÿ ñõåìà ÌÔÏ

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âìåñòî òîãî, ÷òîáû â êà÷åñòâå èñõîäíûõ áàçîâûõ óðàâíåíèé
äëÿ ôóíêöèè T (x, t) ðàññìàòðèâàòü ïàðó óðàâíåíèé (5) È (15) èëè (18), ìîæíî ðàññìîòðåòü
ïàðó ïðîñòåéøèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé âèäà:

Tx = A(x, t)T, Tt = B(x, t)T, (21)

êîòîðûå äàþò ñàìóþ ïðîñòóþ ñõåìó ÌÔÏ. Â äàëüíåéøåì ôóíêöèþ T (x, t) áóäåì íàçûâàòü
îñíîâíîé, à ôóíêöèè A(x, t) è B(x, t) - áàçîâûìè ôóíêöèÿìè.

Ïðè ëþáîé çàäàííîé îñíîâíîé ôóíêöèè T (x, t) èç áàçîâûõ ñîîòíîøåíèé (21) ìîæíî
âû÷èñëèòü ôóíêöèè A(x, t) è B(x, t), ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè:

A = Tx/T, B = Tt/T, (22)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîäñòàíîâêàì òèïà Êîóëà-Õîïôà â ñõåìàõ, êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû
ðàíåå. Ôóíêöèè A(x, t) è B(x, t), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò (22), â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè
îñíîâíîé ôóíêöèè T (x, t), ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óðàâíåíèåì:

At = Bx, (23)

àíàëîãè÷íûì (20). Ñîáñòâåííî, ñîîòíîøåíèå (20) ïåðåõîäèò â (23), åñëè â (19) ïðîèçâîäíóþ
ôóíêöèè Tx(x, t) çàìåíèòü íà ñàìó ôóíêöèþ, ÷òî íå ìåíÿåò ñóòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé äî òåõ
ïîð, ïîêà íà T (x, t) íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé.

Ïðåäïîëàãàÿ ãëàäêîñòü èëè äàæå àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèè T , èñïîëüçóÿ (21) ìîæíî
ïîëó÷èòü ëèíåéíóþ ñâÿçü âñåõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè T (x, t) ñ ñàìîé ýòîé ôóíêöèåé. Äî-
êàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ñòðîèòñÿ ïî èíäóêöèè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

∂k+mT (x, t)

∂xk∂tm
≡ T [k,m](x, t). (24)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà k ïî x è m ïî t ñâÿçü íàéäåíà:

∂k+mT

∂xk∂tm
≡ T [k,m] = A(k,m)(A,B)T. (25)
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Çäåñü A(k,m)(A,B) - íåêîòîðûé äèôôåðåíöèàëüíûé ïîëèíîì îò A è B. Òîãäà, äèôôåðåí-
öèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî îòäåëüíîñòè ïî x è t, íàõîäèì:

T [k+1,m] =
∂

∂x
A(k,m)T + A(k,m)Tx =

(
∂

∂x
A(k,m) + A(k,m)A

)
T,

T [k,m+1] =
∂

∂t
A(k,m)T + A(k,m)Tt =

(
∂

∂x
A(k,m) + A(k,m)B

)
T.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè A(k,m)(A,B) - äèôôåðåíöèàëüíûé ïîëèíîì îò A È B, òî è
A(k+1,m)(A,B) è A(k,m+1)(A,B) òàêæå áóäóò äèôôåðåíöèàëüíûìè ïîëèíîìàìè îò A È B.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé A(k,m)(A,B):

A(k+1,m) =
∂

∂x
A(k,m) + A(k,m)A, k,m = 1, . . . (26)

A(k,m+1) =
∂

∂t
A(k,m) + A(k,m)B, k,m = 1, . . .

A[1,0] = A, A[0,1] = B.

Â ÷àñòíîñòè:

A[1,1] = At + AB = Bx +BA, A[2,0] = Ax + A2, A[0,2] = Bt +B2, . . .

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñîîòíîøåíèÿ (21) è, ñëåäîâàòåëüíî (23), âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîé
äèôôåðåíöèðóåìîé îñíîâíîé ôóíêöèè T (x, t). Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ìåæäó ôóíê-
öèÿìè A(x, t) è B(x, t) ïîÿâèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñâÿçü, åñëè ôóíêöèè T (x, t) âûáèðàòü èç
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé îïðåäåëåííîãî âèäà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ T (x, t) óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñîñòàâíîãî ïîðÿäêà
(N,M):

N∑
k=0

M∑
m=0

C(k,m)(x, t)T
[k,m] = 0. (27)

Çäåñü èñïîëüçîâàëèñü îáîçíà÷åíèÿ (24). Òîãäà, çàìåíÿÿ ïðîèçâîäíûå T [k,m] â ñîîòâåòñòâèè
ñ ñîîòíîøåíèÿìè (25), óðàâíåíèå (27) ïðèâîäèòñÿ ê ôîðìå, â êîòîðîé ôóíêöèÿ T (x, t)
îòñóòñòâóåò:

N∑
k=1

M∑
m=1

C(k,m)(x, t)A
(k,m)(A,B) + C(10)(x, t)A+ C(01)(x, t)B + C00(x, t) = 0. (28)

Ýòî ñîîòíîøåíèå, ñîâìåñòíî ñ óñëîâèåì (23), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå îòíîñèòåëüíî ïàðû ôóíêöèé A è B. Â ðåçóëüòàòå ïàðà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (28) è
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(23), îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé A(x, t) è B(x, t), èìååò â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ôóíêöèè, âû÷èñëÿ-
åìûå èç ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (27) ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâîê (21). Ñîäåðæàòåëüíîñòü
ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ðÿäà íåëèíåé-
íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Ñðàâíèâàÿ ïåðâîíà÷àëüíûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà äèôôåðåíöèàëüíûõ ñëåäñòâèÿõ èç
óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ìàðêåðà (5) è íåêîòîðîì äðóãîì óðàâíåíèè, íàïðèìåð, óðàâíåíèè òåï-
ëîïðîâîäíîñòè èëè Ä'Àëàìáåðà, ñî ñõåìîé, îñíîâàííîé íà (21), ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â
ïîñëåäíåé âîñïðîèçâîäÿòñÿ âñå ýëåìåíòû ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîäõîäà. Äåéñòâèòåëüíî, âñïî-
ìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå, èç êîòîðîãî âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó A è B, ôàê-
òè÷åñêè, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè è Ä'Àëàìáåðà, íî áåç íåîáõî-
äèìîñòè ïðîâåðêè çàìûêàíèÿ ñèñòåìû ïðîèçâîäíûõ îñíîâíîé ôóíêöèè T . Óðàâíåíèå æå
ïåðåíîñà ìàðêåðà, ò.å. ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé T0 = T (x(t), t), âîñïðîèçâîäèòñÿ èç áàçî-
âûõ ñîîòíîøåíèé (21) ñ ïîìîùüþ èñêëþ÷åíèÿ èç ýòîé ïàðû óðàâíåíèé ñàìîé ôóíêöèè
T (x, t). Â ðåçóëüòàòå òàêîé ïðîöåäóðû íàõîäèì:

Tt −
B

A
Tx = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì ÿâíûé âèä ñêîðîñòè V (x, t) ïåðåíîñà ìàðêåðà:

V (x, t) = −B(x, t)

A(x, t)
. (29)

Òàêèì îáðàçîì, áàçîâàÿ ñõåìà, îñíîâàííàÿ íà (21), ïîçâîëÿåò ðåøàòü è çàäà÷ó ïåðåíîñà
ìàðêåðîâ èññëåäóåìîãî ïðîöåññà.

4 Ïðèìåðû íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïîëåçíîñòè ïðèâåäåííîé ñõåìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ìîäåëåé, êîòî-
ðûå èíòåãðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâîê ðàññìîòðåííîãî âûøå òèïà. Ïîñêîëüêó âàæ-
íûì ÿâëÿåòñÿ èìåííî èíòåãðèðóåìîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé, òî ïîëåçíî èõ ñòðîèòü,
îòòàëêèâàÿñü îò òîãî èëè èíîãî òèïà èíòåãðèðóåìîãî óðàâíåíèÿ.

4.1 Íåëèíåéíîå òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå èíòåãðèðóåìîãî óðàâíåíèÿ òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå â êîíóñíûõ ïå-
ðåìåííûõ:

Txt + aTx + bTt + cT = 0. (30)
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Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a = a(x, t), b = b(x, t) è c(x, t) - íåêîòîðûå çàäàííûå ôóíêöèè.
Î÷åâèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíóþ ïîëüçó ìîæíî èçâëå÷ü äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà óðàâíåíèå
(30) èíòåãðèðóåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Ýòî îãðàíè÷èâàåò âûáîð ôóíêöèé a, b, c
òàêèìè ñëó÷àÿìè, êîãäà óðàâíåíèå (30) èíòåãðèðóåòñÿ ïðîñòûì îáðàçîì, íàïðèìåð, â ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.

Ïðîöåäóðà âûâîäà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ íèì íà îñíîâå ðàçâèòîé ñõåìû,
ñîñòîèò â çàìåíå ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè T â ýòîì óðàâíåíèè íà ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè
A(k,m) èç ñîâîêóïíîñòè ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (26). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ïàðû ôóíêöèé A è B:

At + AB + aA+ bB + c = 0, At = Bx. (31)

Èñêëþ÷àÿ èç ýòîé ñèñòåìû ôóíêöèþ B, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè A:

At = − ∂

∂x

(
At + aA+ c

A+ b

)
(32)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîëàãàÿ u = A(x, t) + b(x, t). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ïðè-
âîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

∂2 lnu

∂x∂t
+ ut +

∂

∂x

(
c− bt − ab

u

)
+ ax − bt = 0. (33)

Äðóãàÿ çàïèñü äàííîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ôîðìàëüíîé çàìåíû u = eϕ. Â
ðåçóëüòàòå äëÿ ϕ óðàâíåíèå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

∂2ϕ

∂x∂t
+
∂

∂t
eϕ +

∂

∂x

(
(c− bt − ab)e−ϕ

)
+ ax − bt = 0.

Óðàâíåíèå ýòîãî òèïà âñòðå÷àåòñÿ â òåîðèè ñòðóí è, êàê ïîêàçàíî âûøå, ïîëíîñòüþ
èíòåãðèðóåòñÿ, åñëè èíòåãðèðóåòñÿ èñõîäíîå óðàâíåíèå äëÿ T . Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå
a = const, b = const, c = const óðàâíåíèå (30) èíòåãðèðóåòñÿ â âèäå ðÿäîâ è èíòåãðà-
ëîâ Ôóðüå-Ëàïëàñà:

T =

∫
C

g(k)eikx+ω(k)tdk, ω(k) = −c+ ika

b+ ik
, (34)

ãäå g(k) - ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà k, äîïóñêàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå
èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè äëÿ çàäàííîãî êîíòóðà C íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðè ýòèõ æå óñëîâèÿõ, óðàâíåíèå:

∂2 lnu

∂x∂t
+ ut +

∂

∂x

(
c− ab

u

)
= 0
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òàêæå ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåòñÿ è èìååò ðåøåíèå:

u = b+
Tx
T

= b+
∂

∂x
ln

∫
C

g(k)eikx+ω(k)tdk

 .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé (30) òåïåðü ìîæíî óêàçàòü ôîðìóëó äëÿ ñêîðîñòè
V (x, t) ïåðåíîñà ìàðêåðîâ ïîëÿ T (x, t). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ôîðìóëîé (29) èìååì:

V (x, t) = −B
A

=
At + aA+ c

A(A+ b)
.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ïåðåíîñà ìàðêåðîâ ìîæåò îáðàùàòüñÿ â áåñ-
êîíå÷íîñòü â òî÷êàõ (x0, t0), â êîòîðûõ, ëèáî A(x0, t0) = 0, ëèáî A(x0, t0) = b(x0, t0), ÷òî
ýêâèâàëåíòíî u(x0, t0) = 0. Èñõîäÿ èç ñàìîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ìàðêåðîâ (5), ìîæíî
êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ñêîðîñòü V îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü òîëüêî â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà
ãëàäêîé îñíîâíîé ôóíêöèè T (x, t). Ýêñòðåìóìàì ôóíêöèè T (x, t) â ñèëó áàçîâûõ ñîîò-
íîøåíèé (21) ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè (x0, t0), â êîòîðûõ A(x0, t0) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
óñëîâèå A(x0, t0) = b(x0, t0) ïðè b(x0, t0) ̸= 0 íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ, ëèáî îäíîâðåìåííî
ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:(

At + aA+ c
)∣∣∣

x=x0,t=t0
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç àíàëèçà ñêîðîñòè ïåðåíîñà ìàðêåðîâ ìîæíî ïîëó÷àòü äîïîëíèòåëü-
íóþ èíôîðìàöèþ î õàðàêòåðå ïðîöåññîâ, îïèñàíèå êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò êàê èñõîäíîìó
óðàâíåíèþ (30), òàê è óðàâíåíèþ (33).

4.2 Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ

Îñîáûé ïðèìåð ðàáîòîñïîñîáíîñòè îáùåé ñõåìû ïðåäñòàâëÿåò èçâåñòíîå èç ãåîìåòðèè ïî-
âåðõíîñòåé, ãèäðîäèíàìèêè è íåêîòîðûõ äðóãèõ ðàçäåëîâ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ óðàâíåíèå
Ëèóâèëëÿ:

∆Θ = e2θ, ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
. (35)

Äàííûé ïîäõîä äàåò ïîëíûé íàáîð ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ. Îáùèé êëàññ ðåøåíèé ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ áûë ïîñòðîåí Ëèóâèëëåì [32]. Ðåøåíèå â âèäå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì áûëî
ïîñòðîåíî â [8, 7]. Ïîýòîìó ñòðîÿùèåñÿ äàëåå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íå îáëàäàþò äî-
ñòàòî÷íîé íîâèçíîé, íî äàþò íîâîå ïîëåçíîå ïðåäñòàâëåíèå î âîçìîæíûõ íåñòàíäàðòíûõ
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âàðèàíòàõ èñïîëüçîâàíèÿ ñàìîãî ìåòîäà ôóíêöèîíàëüíûõ ïîäñòàíîâîê â íåêîòîðûõ ñèòó-
àöèÿõ.

Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî èíòåãðèðóåìîãî óðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëàïëà-
ñà:

∆T = 0. (36)

Çàìåíÿÿ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè T íà ôóíêöèè A è B èç ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
ñîîòíîøåíèé:

Tx = AT, Ty = BT,

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå ñâÿçåé ôóíêöèé A è B:

Ax + A2 +By +B2 = 0, Ay = Bx. (37)

×òîáû ïîëó÷èòü èç ýòîé ñèñòåìû ïîëåçíûå ñëåäñòâèÿ, ïðîèçâåäåì ôîðìàëüíóþ çàìåíó
ôóíêöèé A è B ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

A(x, y) = R(x, y) cosΦ(x, y), B = R(x, t) sinΦ(x, t).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèÿ (37), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõî-
äèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ R è Φ:

(Rx +RΦy) cosΦ + (Ry −RΦx) sinΦ +R2 = 0,

(Rx −RΦy) sinΦ− (Ry −RΦx) cosΦ = 0.

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

Rx +RΦy = −R2 cosΦ, Ry −RΦx = −R2 sinΦ.

èëè
R−1Rx + Φy = −A, R−1Ry − Φx = −B. (38)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ïî x, à âòîðîå ïî y, à çàòåì ðåçóëüòàò ñêëàäûâàÿ, ïðè-
õîäèì ê óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ:

∆ lnR = R2, (39)

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî (35) è ïåðåõîäèò â íåãî ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ R = eΘ.
Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (38) ïî y, à âòîðîå - ïî x, è, çàòåì, âû÷èòàÿ

ðåçóëüòàòû, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà:

∆Φ = 0. (40)

� 17 �



Íåëèíåéíûå ìîäåëè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ R ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

R =

√(
Tx
T

)2

+

(
Ty
T

)2

, (41)

ãäå T (x, y) - ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (36). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (35) áóäåò èìåòü
âèä:

Θ = lnR =
1

2
ln

((
Tx
T

)2

+

(
Ty
T

)2
)
.

Àíàëîãè÷íî, íîâûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (40) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè:

Φ = arctan

(
Ty
Tx

)
. (42)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ñåáÿ, ýòî îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã îòîáðàæåíèÿ (13).

Åùå îäíèì ïîëåçíûì ñîîòíîøåíèåì, êîòîðîå ìîæíî èçâëå÷ü èç ïðåäûäóùèõ âûêëàäîê
ïî ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ, ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî âñïîìîãàòåëüíîé ôóíê-
öèè Ψ:

Ψ = Θ+ lnT =
1

2
ln

((
Tx

)2
+
(
Ty

)2)
. (43)

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî:

∆ lnT =
∆T

T
−
(
Tx
T

)2

−
(
Ty
T

)2

= −e2Θ,

íàõîäèì:

∆Θ− e2Θ = ∆Ψ−∆ lnT − e2θ = ∆Ψ+

(
∂ lnT

∂x

)2

+

(
∂ lnT

∂y

)2

− e2Θ = ∆Ψ = 0.

Ñâîéñòâî ôóíêöèè Ψ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Ëàïëàñà:

∆Ψ = 0. (44)

4.3 Óðàâíåíèÿ, ïîäîáíûå ÊäÂ

Ðàññìîòðèì è óðàâíåíèÿ, ïîäîáíûå óðàâíåíèþ ÊäÂ (1). Êàê èçâåñòíî, ýòî óðàâíåíèå èíòå-
ãðèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÌÎÇ. Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé òèïà Áþðãåðñà
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åñòü óðàâíåíèÿ, ïîäîáíûå ýòîìó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ
ôóíêöèè T (x, t) ñëåäóþùåãî âèäà:

Tt + Txxx + a(x, t)Txx + b(x, t)Tx + c(x, t)T = 0. (45)

Çàìåíÿÿ â ýòîì óðàâíåíèè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè T (x, t) íà äèôôåðåíöèàëüíûå ïîëèíîìû
îò A(x, t) È B(x, t) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

B = −Axx − 3AAx + A3 − a(Ax + A2)− bA− c. (46)

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â óðàâíåíèå ñâÿçè A È B, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåì óðàâíåíèþ:

At + Axxx +
3

2

∂2

∂x2
A2 +

∂

∂x

(
aAx + A3 + aA2 + bA

)
+ cx = 0. (47)

Ïî òèïó äèñïåðñèè ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ è ñòåïåíè íåëèíåéíîñòè ýòî óðàâíåíèå ïî-
äîáíî ìîäèôèöèðîâàííîìó óðàâíåíèþ ÊäÂ. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò c(x, t)
ïðè ñàìîé ôóíêöèè T â óðàâíåíèè (45) îïèñûâàåò âíåøíèé èñòî÷íèê â óðàâíåíèè äëÿ A.
Ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåòñÿ òàê, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (45) äàåò
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ A ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè òèïà Êîóëà-Õîïôà:

A = Tx/T.

Ýòîò ïðèìåð ëåãêî îáîáùèòü íà ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ âèäà:

Tt =
N∑
k=0

Ck(x, t)T
[k,0]. (48)

Ñîîòâåòñòâóþùèå èì óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîé ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè T íà A è B
è ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ñâÿçè ýòèõ ôóíêöèé ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó:

At = − ∂

∂x

(
N∑
k=0

Ck(x, t)A
[k,0](A)

)
, (49)

ñîäåðæàùåì ñïðàâà òîëüêî äèôôåðåíöèàëüíûå ïîëèíîìû A(k,0) îò A(x, t), âû÷èñëÿåìûå
ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (26).

Ïðèìåðàìè óðàâíåíèé òèïà Áþðãåðñà, ïîäîáíûõ óðàâíåíèÿì òèïà ÊäÂ áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà, ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëåäóþùèì âñïîìîãàòåëüíûì óðàâíåíè-
ÿì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

Tt =
∂4T

∂x4
+ C0T,

Tt =
∂5T

∂x5
+ C0T, (50)

· · ·
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Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò òàêîé âèä:

At =

(
∂

∂x
+ A

)(
Axx + 3AAx + A3

)
,

At =

(
∂

∂x
+ A

)(
Axxx + 4AxxA+ 3(Ax)

2 + 6A2Ax + A4
)
, (51)

· · ·

4.4 Îäíîìåðíîå òå÷åíèå èäåàëüíîãî ñæèìàåìîãî ãàçà

Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ÌÔÏ, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìàìè (19) è (21), íå îãðàíè÷èâàþòñÿ
ëèíåéíûìè âñïîìîãàòåëüíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ îñíîâíîé ôóíêöèè T (x, t). Â ðàçâèòûõ
ñõåìàõ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå èíòåãðèðóåìîå
óðàâíåíèå äëÿ T (x, t), èç êîòîðîãî â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâîê áàçîâûõ ñîîòíîøåíèé è äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ñëåäñòâèé èç íèõ ìîæíî èñêëþ÷èòü âñå ïðîèçâîäíûå îñíîâíîé ôóíêöèè.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

TxxTtt − TxtTxt = 0. (52)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò èíòåãðàë, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Tt = H(Tx), (53)

ãäå H(θ) - ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà θ = Tx. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Õîïôà. Èìåííî, äèôôåðåíöèðóÿ ïî-
ñëåäíåå óðàâíåíèå ïî x è äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ θ = Tx, ïîëó÷àåì äëÿ ôóíêöèè θ(x, t)
óðàâíåíèå:

θt = H ′(θ)θx. (54)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò â ñâîþ î÷åðåäü ñëåäóþùèé èíòåãðàë:

θ = F
(
x+H ′(θ)t

)
. (55)

Çäåñü F (ξ) - ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà. Ýòîò èíòåãðàë
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì, èç êîòîðîãî ïðè çàäàííîé ôóíêöèè H(θ) âû÷èñëÿ-
åòñÿ ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè T (x, t).

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì - ê êàêîìó óðàâíåíèþ ïðåîáðàçóåòñÿ (52) â ðåçóëüòàòå
ïîäñòàíîâêè òèïà (18) [12, 13, 16]. Ïîäñòàâëÿÿ â (52) ñîîòíîøåíèÿ èç (19), ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

U(Vt − V Vx + V 2U)− (Vx − UV )2 = 0. (56)
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Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è âêëþ÷àÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèå ñâÿçè (20), ïîëó÷àåì:

U(Vt + V Vx) = (Vx)
2, (57)

Ut
∂

∂x
(UV )− Vxx = 0. (58)

Ñäåëàåì òåïåðü ôîðìàëüíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, ââîäÿ ôóíêöèè:

ρ(x, t) = U(x, t), u(x, t) = V − Vx/U = −Q/U. (59)

Â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèíèìàåò óçíàâàåìûé âèä óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà îäíîìåðíîãî èíåðöèàëüíîãî òå÷åíèÿ èäåàëüíîãî ñæèìàåìîãî ãàçà ñ ïëîòíîñòüþ
ρ(x, t) è ñêîðîñòüþ ïîòîêà u(x, t):

∂

∂t
(ρu) +

∂

∂x
(ρu2) = 0,

∂

∂t
ρ+

∂

∂x
(ρu) = 0. (60)

Ñàìè çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè èíåðöèàëüíîãî òå÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ èç áàçîâûõ
ñîîòíîøåíèé (18) è (19):

ρ = −Txx
Tx

, u = −Txt
Txx

(61)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðåøåíèå (55) èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (52) çàïèñûâàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè θ = Tx,
òî óäîáíî è ðåøåíèÿ äëÿ ρ è u çàïèñàòü ÷åðåç θ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

ρ = −θx
θ
, u = − θt

θx
. (62)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

θt + uθx = 0. (63)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå åñòü íå ÷òî èíîå êàê óðàâíåíèå ïåðåíîñà ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ìàð-
êåðà θ â ñðåäå ñî ñêîðîñòüþ u(x, t). Ïîñêîëüêó ðåøåíèå (55) ñîäåðæèò äâå ïðîèçâîëüíûå
ôóíêöèè, òî îíî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è îá èíåðöèàëüíîì òå÷åíèè ñ
çàäàííûìè íà÷àëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè è ìàññû è ñêîðîñòè. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ìàðêåðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé F (ξ):

θ0(x, 0) = F (x),
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Ïîýòîìó íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

ρ(x, 0) = −F
′(x)

F (x)
,

èëè

F (x) = exp
(
− ρ(x, 0)

)
.

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè çàäàåòñÿ ôóíêöèåé H(θ):

u0(x) = u(x, 0) = −H ′(F (x)).

Ðàññìàòðèâàÿ ýòîò âàðèàíò ïðèìåíåíèÿ ñõåìû ïîäñòàíîâîê, ìîæíî ïðèéòè ê íåêîòîðîìó
áîëåå ïðèåìëåìîìó äëÿ ãèäðîäèíàìèêè ñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé. Ìîæíî çàìåòèòü,
÷òî èñõîäíûì ýëåìåíòîì äàííîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ïåðåíîñà ìàðêåðîâ, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì äëÿ ãèäðîäèíàìèêè. Â ðàññìîòðåííîé ñõåìå óðàâíåíèå ïåðåíîñà
ìàðêåðîâ äîïîëíÿåòñÿ åùå îäíèì óðàâíåíèåì, êîòîðîå è îïðåäåëÿåò òèï ìîäåëåé. Ýòî
íàáëþäåíèå ìîæíî ïðåâðàòèòü â áîëåå îáùóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìî-
äåëåé. Ýòîò ïîäõîä áóäåò ðàññìîòðåí äàëåå â îòäåëüíîé ãëàâå.

5 Äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

Åùå îäíèì âàæíûì àñïåêòîì ïðèìåíåíèÿ ÌÔÏ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü åãî
äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòäåëüíûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé íåèíòåãðèðóåìûõ ïîëíîñòüþ óðàâíåíèé, äî-
ïîëíÿÿ áàçîâóþ ñõåìó íå îäíèì âñïîìîãàòåëüíûì óðàâíåíèåì äëÿ T , à ñîâìåñòíîé ñèñòå-
ìîé óðàâíåíèé äëÿ ýòîé ôóíêöèè. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñõåìó (21) ñîâìåñòíî ñ äâóìÿ
âñïîìîãàòåëüíûìè óðàâíåíèÿìè:

Tt + Txxx + a(x, t)Txx + b(x, t)Tx + c(x, t)T, Txx + kTx + u(x, t)T = 0, (64)

ïåðâîå èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ (45). Ýòè äâà óðàâíåíèÿ äëÿ T (x, t) ñîâìåñòíû, â ÷àñòíîñòè,
åñëè êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:

k = const, a = const, b =
3

2
u, c =

3

4
ux +

(
a− 3

4
k
)
u,

à ôóíêöèÿ u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ÊäÂ, çàïèñàííîìó â òàêîì âèäå:

ut +
1

4
uxxx +

3

2
uux + µux = 0, (65)
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ãäå µ = −k
(
a − 3

4
k
)
. Íàèáîëåå ïðîñòûì âàðèàíòîì ðåøåíèÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ âñþäó ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ: u = u0 = const. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñîâìåñòíûå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (64) èìåþò òàêîé âèä:

T = Aeλ+x+µ+t +Beλ−x+µ−t, (66)

ãäå A è B - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

λ± =
1

2

(
− k ±

√
k2 − 4u0

)
, µ± = −λ3± − aλ2± − 3u0λ±/2− (a− 3k/2)u0.

Èñïîëüçóÿ òåïåðü ïîäñòàíîâêè (21), íàõîäèì, ÷òî ôóíêöèÿ A(x, t) áóäåò îäíîâðåìåííî
óäîâëåòâîðÿòü äâóì óðàâíåíèÿì:

At + Axxx +
3

2

∂2

∂x2
A2 +

∂

∂x

(
aAx + A3 + aA2 + bA

)
+ cx = 0, (67)

Ax + A2 + kA+ u = 0, (68)

ïåðâîå èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ (47). Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ÷àñòíîìó ðåøåíèþ T (x, t)
ñèñòåìû (64) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðåøåíèå êàæäîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (67). Â ÷àñò-
íîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ

A = Tx/T =
Aλ+e

λ+x+µ+t +Bλ−e
λ−x+µ−t

Aeλ+x+µ+t +Beλ−x+µ−t
(69)

áóäóò òàêæå ðåøåíèåì ìíîæåñòâà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (67), åãî ðåäóêöèåé ñ ïîìîùüþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè u = u0 = const ñðåäè óðàâíåíèé èìåþùèõ ðåøåíèÿ (69) åñòü è ìîäè-
ôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå ÊäÂ è ñàìî óðàâíåíèå ÊäÂ. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ âòîðîå
óðàâíåíèå (67), ïåðâîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

At + αAxxx − βA2Ax − γAAx − δAx = 0, (70)

ãäå:

β = 6(α + 1), γ = 6kα, δ = (2u0 + k2)(α− 1) + ka+
3

2
u0.

Óðàâíåíèå (70) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå ÊäÂ (ìÊäÂ), êîòîðîå
ïåðåõîäèò â îáû÷íîå óðàâíåíèå ÊäÂ â ñëó÷àå β = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó: α = −1.
Îäíàêî, èñïîëüçóÿ âòîðîå ñîîòíîøåíèå (67), ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî äðóãèõ òèïîâ

� 23 �



Íåëèíåéíûå ìîäåëè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè

óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèÿìè áóäóò òå æå ôóíêöèè A = Tx/T . Ïðèìåðîì ìîãóò
ñëóæèòü ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

At + αAxxx − βA2Ax − γAAx + δA2 + kδA+ δu0 = 0,

At + αAxxx − βA2Ax + γA3 + (δ + γk)A2 + (kδ + γu0)A+ δu0 = 0,

At + αAxxx + βA4 + (γ + kβ)A3 + (δ + γk + βu0)A
2 + (kδ + γu0)A+ δu0 = 0.

Ñðåäè âñåé ñîâîêóïíîñòè òàêèõ óðàâíåíèé åñòü è óðàâíåíèÿ âòîðîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ ïî
x, à òàêæå è íóëåâîãî. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèÿ A = Tx/T âñåé ñîâîêóïíîñòè ýòèõ óðàâíå-
íèé ÿâëÿþòñÿ ëèøü íåêîòîðûìè ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè. Âàæíûì â ýòîì ïîäõîäå ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñòðîèòü ñåðèè ÷àñòíûõ ðåøåíèé ìíîãèõ òèïîâ óðàâíåíèé
îäíîâðåìåííî, äëÿ êîòîðûõ äðóãèì ñïîñîáîì íàéòè òî÷íûå ðåøåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ çà-
òðóäíèòåëüíûì. Ìíîæåñòâî òàêèõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñîâìåñòíûõ ðåøå-
íèé ñîâîêóïíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ T .

6 Îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà ìàòðè÷íîé âåðñèè ÌÔÏ

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäà ôóíêöèîíàëüíûõ ïîäñòàíîâîê îïèðàåòñÿ íà âîçìîæíîñòü
ïåðåíåñòè îñíîâíûå èäåè íà ñëó÷àé ìàòðè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé è äàæå
íà áîëåå îáùèå òèïû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, î êîòîðûõ ðå÷ü ïîéäåò â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.
Ìàòðè÷íîå ðàñøèðåíèå ìåòîäà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ìàòðè÷íûõ áàçîâûõ ñîîòíîøåíèé âèäà:

T̂x = ÂT̂ , T̂t = B̂T̂ , (71)

ãäå T̂ , Â è B̂ - êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðà N ×N , íàïðèìåð:

T̂ =


T11(x, t) T12(x, t) · · · T1N(x, t)
T21(x, t) T22(x, t) · · · T2N(x, t)

· · · · · · · · · · · ·
TN1(x, t) TN2(x, t) · · · TNN(x, t)

 .

Â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîé íåïðåðûâíîñòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû T̂ (x, t) îò x è t, ìàòðèöû Â(x, t)
è B̂(x, t) ñâÿçàíû äèôôåðåíöèàëüíûì ñîîòíîøåíèåì:

Ât − B̂x + [Â, B̂] = 0. (72)

Çäåñü è äàëåå [Â, B̂] = ÂB̂− B̂Â - êîììóòàòîð ìàòðèö Â(x, t) è B̂(x, t). Êàê è â ñêàëÿðíîì
ñëó÷àå, äëÿ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ìàòðèöû T̂ (x, t) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

T̂ [k,m] = Â(k,m)T̂ , k,m = 1, 2, . . . ,
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ãäå ìàòðèöû Â(k,m) ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè ïîëèíîìàìè îò ìàòðèö Â è B̂. Êàê è â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå, äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

Â(k+1,m) =
∂

∂x
Â(k,m) + Â(k,m)Â, Â(k,m+1) =

∂

∂t
Â(k,m) + Â(k,m)B̂, k,m = 0, 2, . . . , (73)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

Â(1,0) = Â, Â(0,1) = B̂, Â(0,0) = 1̂.

Èìåííî íàëè÷èå â óðàâíåíèè ñâÿçè (72) êîììóòàòîðà, ÷òî îòëè÷àåò åãî îò àíàëîãè÷íî-
ãî ñîîòíîøåíèÿ (23) â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ðàñøèðåíèþ òèïîâ
óðàâíåíèé, êîòîðûå èíòåãðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íîãî ÌÔÏ. Ñàìà èäåîëîãèÿ ÌÔÏ
â ìàòðè÷íîì ñëó÷àå ïî ñóòè íå îòëè÷àåòñÿ îò ñêàëÿðíîãî è ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ñëåäñòâèé èç áàçîâûõ ñîîòíîøåíèé è èç äîïîëíèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
ìàòðè÷íîé ôóíêöèè T̂ , êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò åå ôóíêöèîíàëüíûé âèä. Ýòî ïðèâîäèò ê
äîïîëíèòåëüíîé ñâÿçè ìåæäó ìàòðèöàìè Â è B̂. Â ÷àñòíîñòè, åñëè óðàâíåíèå äëÿ T̂ ÿâ-
ëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì, íàïðèìåð, ëèíåéíûì ñ êîýôôèöèåíòàìè Ckm(x, t):

P∑
k=0

Q∑
m=0

Ckm(x, t)T
[km] = 0, (74)

òî ñîîòâåòñòâóþùåå äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèö Â è B̂ áóäåò èìåòü âèä:

P∑
k=0

Q∑
m=0

Ckm(x, t)A
(km) = 0. (75)

Ðåøåíèå ñîâìåñòíîé ñèñòåìû (75) è (72) òåïåðü ìîæåò áûòü íàéäåíî èç áàçîâûõ ñîîòíî-
øåíèé (71), â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ âñå âîçìîæíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (74). Ïîëåçíîñòü
òàêîãî ïîäõîäà îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì ïðèìåðîâ åãî ïðèìåíåíèÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.

7 Ôîðìàëèçì ñ ìàòðèöàìè ðàçìåðíîñòè 2× 2

Äëÿ àíàëèçà ìîäåëåé, ñâÿçàííûõ ñ òðåõìåðíûìè âåêòîðàìè, ïîëåçíî ðàññìîòðåòü îáùèå
ñîîòíîøåíèÿ ñ ìàòðèöàìè ðàçìåðíîñòè 2× 2. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèö
Ïàóëè σ̂α è åäèíè÷íîé ìàòðèöû:

σ̂1 =

(
0 1
1 0

)
, σ̂2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂3 =

(
1 0
0 −1

)
, σ̂0 =

(
1 0
0 1

)
(76)
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Ìàòðèöû σ̂i, i = 0, 1, 2, 3 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

σ̂0σ̂i = σ̂iσ̂0 = σ̂i, [σ̂0, σ̂i] = 0, i = 0, 1, 2, 3;

σ̂ασ̂β = −σ̂βσ̂α = i
3∑

γ=1

εαβγσ̂γ; (77)

[σ̂α, σ̂β] = 2i
3∑

γ=1

εαβγσ̂γ, α, β, γ = 1, 2, 3,

Çäåñü εαβγ - ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé ñèìâîë Ëåâè-×åâèòà: ε123 = 1, εβαγ = −εαβγ =
−εαγβ.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ T̂ (x, t), çàäàííàÿ íà GL2, èìååò ñëåäóþùèé
îáùèé âèä:

T̂ =
3∑
i=0

τi(x, t)σi, (78)

ãäå τi(x, t) - âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ êîìïîíåíòàìè ìàòðèöû T̂ ñîîòíîøå-
íèÿìè:

T11 = τ0 + τ3, T11 = τ0 − τ3, T12 = τ1 − iτ2, T21 = τ1 + iτ2.

Äëÿ óäîáñòâà èíòåðïðåòàöèè ïîëåçíî ââåñòè òðåõìåðíûé âåêòîð ìàòðèö Ïàóëè:

ŝ =
(
σ̂1, σ̂2, σ̂3

)
(79)

è òðåõìåðíûé âåêòîð t = {τ1, τ2, τ3}. Òîãäà ëþáàÿ ìàòðèöà 2 × 2 ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå:

T̂ = (ŝ, t) + τ0σ̂0, (80)

ãäå:
(ŝ, t) = τ1σ̂1 + τ2σ̂2 + τ3σ̂3

- åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Îáðàòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ τi ìàòðèö T̂ ðàçìåðíîñòè 2× 2 èìåþò ñëåäóþùèé îáùèé âèä:

τi = Sp(σ̂iT̂ )/2, i = 0, 1, 2, 3, (81)

ãäå Sp - îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäà ìàòðèöû.
Ïóñòü òåïåðü èìåþòñÿ äâå ìàòðèöû Â è B̂, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

Â =
3∑
i=0

ai(x, t)σ̂i, B̂ =
3∑
i=0

bi(x, t)σ̂i, (82)
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Ââîäÿ âåêòîðà a = (a1, a2, a3) è b = (b1, b2, b3), ýòè ìàòðèöû ìîæíî çàïèñàòü òàê:

Â = (ŝ, a) + a0σ̂0, B̂ = (ŝ,b) + b0σ̂0.

Èñõîäÿ èç ñâîéñòâ ìàòðèö Ïàóëè (77), èìååì òåïåðü ñëåäóþùèå îáùèå ñîîòíîøåíèÿ:

ÂB̂ = i
(
[a× b], ŝ

)
+ a0

(
b, ŝ
)
+ b0

(
a, ŝ
)
+ (a,b)σ̂0,

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â = 2i
(
[a× b], ŝ

)
. (83)

Çäåñü [a× b] - âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b.

8 Âñïîìîãàòåëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî êî-

îðäèíàòå

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ T̂ ñëåäóþùåãî âèäà:

T̂t = Ĥ(x, t)T̂x + Q̂(x, t)T̂ , (84)

ãäå Ĥ(x, t) è Q̂(x, t) - íåêîòîðûå çàäàííûå ìàòðèöû êîîðäèíàò è âðåìåíè. Èñïîëüçóÿ áà-
çîâûå ñîîòíîøåíèÿ (71), ïîëó÷àåì èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäñòâèå â âèäå óðàâíåíèÿ ñâÿçè:

B̂ = ĤÂ+ Q̂. (85)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå ñâÿçè (72), íàõîäèì:

At =
∂

∂x

(
ĤÂ+ Q̂

)
−
[
Â, ĤÂ+ Q̂

]
. (86)

Ýòî óðàâíåíèå ïîëåçíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó âèäó:

At = ĤÂx −
[
Â, Ĥ

]
Â−

[
Â, Q̂

]
+ ĤxÂ− Q̂x.

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû
Â ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ è ïðîèçâîëüíûìè ìàòðèöàìè Ĥ è Q̂ êàê ôóíêöèÿìè x
è t. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå:

Ĥ = Ĥ(t), Q̂ = Q̂(t)

óðàâíåíèå (86) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò òàêîé âèä:

At = ĤÂx −
[
Â, Ĥ

]
Â−

[
Â, Q̂

]
. (87)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò êâàäðàòè÷íóþ íåëèíåéíîñòü è ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî èíòåðïðåòà-
öèé â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà åãî êîýôôèöèåíòîâ Ĥ è Q̂, à òàê æå ìàòðè÷íîé ðàçìåðíîñòè.
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9 Óðàâíåíèå òèïà óðàâíåíèÿ Ëàíäàó-Ëèôøèöà

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (87) â ìàòðè÷íîé ðàçìåðíîñòè 2 × 2
äëÿ âûáîðà åãî ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ â ñëåäóþùåì âèäå:

Ĥ =
3∑

α=1

Hα(t)σ̂α = (H, ŝ), Q̂ =
3∑

α=1

Qα(t)σ̂α = (Q, ŝ). (88)

Çäåñü ââåäåíû òðåõìåðíûå âåêòîðû:

H = (H1, H2, H3), ,Q = (Q1, Q2, Q3).

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (83), ìîæíî çàïèñàòü:

ĤÂx = σ̂0(H, ax) + i(ŝ, [H× ax]) + a0,x(H, ŝ), [Ĥ, Â] = 2i(ŝ, [H× a]),

[Â, Ĥ]Â = −2i(ŝ, [H× a])a0 + 2(ŝ, [[H× a]× a]), (89)

[Â, Q̂] = a0(Q, ŝ) + 2i(ŝ, [a×Q]). (90)

Â ðåçóëüòàòå (87) ïðèâîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû Â:

∂

∂t
a0 =

∂

∂x
(H, a), (91)

at = i[H× ax]− 2[[H× a]× a] + 2i[H× a]a0 +Ha0,x − a0Q− 2i[a×Q].

Ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, ââîäÿ ôóíêöèþ ϕ:

a0 =
∂

∂x
ϕ.

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì:

ϕt = (H, a), (92)

at = i[H× ax]− 2[[H× a]× a] +
(
2i[H× a]−Q

)
ϕx +Hϕxx + 2i[Q× a].

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå òèïà Ëàíäàó-Ëèôøèöà [1, 2] äëÿ
íåîäíîðîäíîãî ìàãíåòèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â îäíîðîäíîì ïåðåìåííîì ìàãíèòíîì ïîëå ñ íà-
ïðÿæåííîñòüþ H è c íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè ïîëÿìè Q è ϕ. Õîòÿ ýòî óðàâíåíèå è
îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ Ëàíäàó-Ëèôøèöà äëÿ íåëèíåéíîãî ìàãíåòèêà Ãåéçåíáåðãà, òåì
íå ìåíåå îíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ àíàëèçà äðóãèõ òèïîâ ìàãíåòèêîâ.
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10 Âîëíû â ñðåäå ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé (92) ìîæåò èìåòü è äðóãóþ èíòåðïðå-
òàöèþ. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé âûáîðó:

H = (0, 0, c), Q̂ = 0, (93)

ãäå c = const - âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà â ïîêîìïîíåíòíîé ôîðìå ñèñòåìà óðàâíå-
íèé (92) ïðèìåò òàêîé âèä:

ϕt = a3c,

a3,t = 2c(a)2 − 2a3ϕt + cϕxx, (94)

a1,t = −ica2,x − 2ϕta1 − 2ica2ϕx,

a2,t = ica2,x − 2ϕta2 + 2ica1ϕx.

Èñêëþ÷àÿ èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ôóíêöèþ a3 = ϕtc
−1, è ââîäÿ êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ

A = a1 + ia2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

ϕtt + 2(ϕt)
2 − c2ϕxx = c2|A|2,

At + cAx + 2A(ϕt + cϕx) = 0. (95)

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ìîäåëè îïèñûâàþùåé âîëíû â
ñðåäå ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ áåç äèñïåðñèè. Èç ýòîé ñèñòåìû ôîðìàëüíî ìîæíî
èñêëþ÷èòü ôóíêöèþ A. Âòîðîå óðàâíåíèå èìååò ÿâíîå îáùåå ðåøåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

lnA+ 2ϕ = ψ(x− ct),

ãäå ψ(x−ct) - ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà.
Â ðåçóëüòàòå, ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (95) ïðèìåò òàêîé âèä:

ϕtt + 2(ϕt)
2 − c2ϕxx = c2e−2ℜ{ϕ}e2ℜ{ψ(x−ct)}. (96)

Ýòî óðàâíåíèå â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé ϕ ïîäîáíî íåàâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ Ëè-
óâèëëÿ [38], íî ñîäåðæèò â îòëè÷èå îò íåãî êâàäðàòè÷íîå ñëàãàåìîå ïî ïåðâîé ïðîèçâîä-
íîé ϕt. Â ñëó÷àå âåùåñòâåííîñòè ϕ ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñ ïîìîùüþ çàìåíû
ϕ = −(1/2) ln θ ê íåñêîëüêî èíîìó âèäó:

θtt − c2θxx + c2(θx)
2 = c2θe2ℜ{ψ(x−ct)}. (97)

Óðàâíåíèÿ (96) è (97) èìåþò âèä, àíàëîãè÷íûé óðàâíåíèÿì, ÷àñòíûå ðåøåíèÿ êîòîðûõ
ðàññìàòðèâàëèñü â ñïðàâî÷íèêàõ [4, 3] â ðàçäåëàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëèíåéíûì ãèïåð-
áîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé êîíñòàòèðóþò èõ ïîëíóþ
èíòåãðèðóåìîñòü.
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11 Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ óðàâíå-

íèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (92), òàêæå êàê è ñèñòåìû (95), ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(84). Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé ðåäóêöèè (93). Â ýòîì ñëó÷àå
ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîìïîíåíò ôóíêöèè T̂ ïðèìåò òàêîé âèä:

τ0,t = cτ3,x, τ3,t = cτ0,x,

τ1,t = icτ2,x, τ2,t = −icτ1,x.

Ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

χtt = c2χxx, τ3 = χt, τ0 = cχx,

θt − cθx = 0,

ãäå θ = τ1 + iτ2. Èç (71) è (81) íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ai, i = 0, 1, 2, 3. Èìååì

ai = Sp
(
σ̂iT̂xT̂

−1
)
. (98)

Ìàòðèöó T̂−1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêèì îáðàçîì:

T̂−1 =
1

τ 20 − t2

(
τ0σ̂0 −

3∑
α=1

τασ̂α

)
. (99)

Ñîîòâåòñòâåííî, èìååì:

T̂xT̂
−1 =

1

D

(
τ0,xσ̂0 −

3∑
α=1

τα,xσ̂α

)(
τ0σ̂0 +

3∑
β=1

τβσ̂β

)
=

=
1

2D

(
Dxσ̂0 +

3∑
α=1

Rασ̂α

)
Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

D = τ 20 − t2, Rα = τ0,xτα − τα,xτ0, α = 1, 2, 3.

Îòñþäà îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì ðåøåíèå äëÿ ϕ è a1,2:

ϕ = lnD = ln |τ 20 − t2|, A =
1

D

(
τ0,xθ − θ,xτ0

)
. (100)
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12 Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî êîîðäèíàòå

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé äëÿ
âñïîìîãàòåëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî êîîðäèíàòå:

T̂t = Ĵ T̂xx + Q̂(t)T̂ . (101)

â êîòîðûõ ìàòðèöû Ĵ = Ĵ(t) è Q̂ = Q̂(t) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî t. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ îáùèì èçëîæåíèåì ÌÔÏ, ïðèâîäèì äàííîå óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ äëÿ ìàòðè÷íûõ
êîýôôèöèåíòîâ áàçîâûõ ñîîòíîøåíèé. Èìååì:

B̂ = Ĵ
(
Âx + Â2

)
+ Q̂.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â (72), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ:

Ât = ĴÂxx +
(
2ĴÂxÂ+ [Ĵ , Â]Âx

)
− [Â, Ĵ ]Â2 − [Â, Q̂]− Q̂x. (102)

Ýòî óðàâíåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè âñòðå÷àåòñÿ â òîì æå
êîíòåêñòå, ÷òî è íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (ÍÓØ), íàïðèìåð, â íåëèíåéíîé îï-
òèêå.

13 Èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè

n = 2

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé àëãåáðû ìàòðèö ðàçìåðíîñòè 2×2. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðè÷íûå ôóíêöèè
T̂ , Â, B̂, Ĝ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ìàòðèö Ïàóëè (76), äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (77). Ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ T̂ (t) ïðåäñòàâèì â òàêîì
âèäå:

T̂ =
3∑
i=0

ψi(x, t)σi, (103)

ãäå ψi(x, t) - âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè. Ñîîòâåòñòâåííî:

Â =
3∑
i=0

ai(x, t)σ̂i, B̂ =
3∑
i=0

bi(x, t)σ̂i, (104)

Âûáåðåì ìàòðèöó Ĵ â òàêîé ôîðìå;

Ĵ = iK(t)σ̂3, (105)
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ãäå K = K(t) - íåêîòîðàÿ êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé t. Ïîäñòàâëÿÿ ìàòðèöû â
óðàâíåíèå (102) ïîñëå ïðîñòûõ, íî íåñêîëüêî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé, ïðèõîäèì ê ñëåäó-
þùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé ai(x, t), i = 0, 1, 2, 3:

a0,t − iK(t)a3,xx − 2iK(t)
∂

∂x
(a0a3) = 0,

a3,t − iKa0,xx − iK
∂

∂x
(R2 + a21 + a22)− 4iK(a21 + a22)a0 = 0, (106)

a1,t −Ka2,xx − 2K
(
a2,xa0 + 2a0,xa2

)
− 2KR2a2 + 4iKa0a3a1 = 0,

a2,t +Ka1,xx + 2K
(
a1,xa0 + 2a0,xa1

)
+ 2KR2a1 + 4iKa0a3a2 = 0.

Çäåñü R2 = a21+a
2
2+a

2
0+a

2
3. Ââîäÿ ïåðåìåííûå u = a1+ ia2, u = a1− ia2, v = a0 è w = −ia3

, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

ut + iKuxx + 4iKvxu+ 2iKvux + 2Ki(|u|2 + v2 − w2)u+ 4Kwvu = 0,

vt +Kwxx + 2K
∂

∂x
(vw) = 0, (107)

wt −Kvxx −K
∂

∂x

(
2|u|2 + v2 − w2

)
− 4K|u|2v = 0.

Ôóíêöèè v, w - âåùåñòâåííûå. Óðàâíåíèå äëÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèè u ÿâëÿåòñÿ óðàâíå-
íèåì òèïà ÍÓØ. Â êà÷åñòâå åãî ïðèëîæåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåëèíåéíóþ ñðåäó ñ
íàêà÷êîé. Ñèñòåìà (107) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìîé è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâ-
íåíèå òèïà Áþðãåðñà.

14 Äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðèðóåìûå ñîîòíîøåíèÿ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè óðàâíåíèå (102) ê âèäó, àíàëîãè÷íîìó (117), íåîáõîäèìû äî-
ïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Ýòè óñëîâèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òîì æå âèäå êàê â ñëó÷àå ñ
óðàâíåíèåì ÊäÂ, ò.å. â ôîðìå äîïîëíèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îñíîâíîé ôóíêöèè T̂ (x, t)/.
Â ðàáîòå [20] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå òèïà (102) ìîæíî ïðåâðàòèòü â óðàâíåíèå òèïà
ÍÓØ, åñëè ê âñïîìîãàòåëüíîìó óðàâíåíèþ (101) äîáàâèòü åùå îäíî ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå
ñîîòíîøåíèå íà ôóíêöèþ T̂ ñëåäóþùåãî âèäà:

T̂x = ĜT̂ L̂, (108)

ãäå Ĝ(t) - íåêîòîðàÿ ìàòðèöà, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùàÿ îò t, à L̂ - íåâûðîæäåííàÿ ïî-
ñòîÿííàÿ ìàòðèöà. Äëÿ òåõ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò îäíîâðåìåííî è
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(101) è (108), âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ Â è B̂:

Âx + Â2 = ĜÂĜ−1Â, B̂x + B̂Â = ĜB̂Ĝ−1Â. (109)

Ïåðâîå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïðåîáðàçóåì ê áîëåå óäîáíîé ôîðìå:

Âx = [Ĝ, Â]Ĝ−1Â. (110)

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (102) ê âèäó, êîòîðûé àíàëî-
ãè÷åí óðàâíåíèþ ÍÓØ:

Ât = ĴÂxx +
(
2Ĵ [Â, Ĝ]Ĝ−1Â2 + [Ĵ , Â][Ĝ, Â]Ĝ−1Â− [Ĵ , Â]Â2

)
− [Â, Q̂] + Q̂x. (111)

Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â ýòîì óðàâíåíèè íà ñàìîì äåëå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â áîëåå
îáùåé ôîðìå. Èìåííî, ñëàãàåìîå ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé Âxx ìîæíî äîïîëíèòåëüíî ðàç-
äåëèòü íà äâå ÷àñòè, îäíó èç êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (110) ìîæíî ïðåâðàòèòü
òàêæå â íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå. Ñëåäóÿ òàêîìó ðåöåïòó, óðàâíåíèå (111) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Ât = Ĵ(1̂− D̂)Âxx + N̂ − [Â, Q̂] + Q̂x, (112)

ãäå

N̂ = ĴD̂
(
[Ĝ, [Ĝ, Â]Ĝ−1Â]Ĝ−1Â+ [Ĝ, Â]Ĝ−1[Ĝ, Â]Ĝ−1Â

)
+

+2Ĵ [Â, Ĝ]Ĝ−1Â2 + [Ĵ , Â][Ĝ, Â]Ĝ−1Â− [Ĵ , Â]Â2

Çäåñü ìàòðèöà D̂ ìîæåò áûòü ëþáîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò t, ìàòðèöåé. Ïðè ýòîì óðàâ-
íåíèå (112) èìååò êóáè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü, êàê è óðàâíåíèå ÍÓØ. Ïîêàæåì äàëåå, ÷òî
ïîäáèðàÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì âèä ìàòðèö Ĵ , Ĝ è D̂, ýòî óðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíî ìîæ-
íî ïðèâåñòè â òî÷íîñòè ê óðàâíåíèþ ÍÓØ (117).

Î÷åâèäíî, ÷òî â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ÍÓØ ýòî óðàâíåíèå â ïîêîìïîíåíòíîé
çàïèñè îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Â áóäåò èìåòü ðàçëè÷íûé âèä â çàâèñèìîñòè
îò àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìàòðèö Ĵ , Â è Ĝ. Èìååòñÿ ââèäó òî, ÷òî åñëè ìàòðèöû
T̂ , Â, B̂, Ĵ , D̂, Q̂ è Ĝ îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîé ïîäàëãåáðå ëèíåéíîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû
GLn ìàòðèö ðàçìåðíîñòè n×n, òî ñòðóêòóðà óðàâíåíèé áóäåò öåëèêîì îïðåäåëÿòüñÿ ýòîé
ïîäàëãåáðîé è êîíêðåòíûì âûáîðîì ýëåìåíòîâ ìàòðèö Ĵ , D̂, Q̂ è Ĝ. Ïîñêîëüêó êëàññè-
÷åñêîå ÍÓØ (117) ñîäåðæèò òîëüêî îäíó êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ u(x, t), òî èìååò ñìûñë
â íà÷àëå ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ (112) â ìàòðè÷íîé ðàçìåðíîñòè 2 × 2, ò.å. íà àëãåáðå
GL2.
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15 Ïðèâåäåíèå ê ôîðìå óðàâíåíèÿ ÍÓØ

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåäóêöèè, ñâÿçàííîé ñ äîïîëíèòåëüíûì
óðàâíåíèåì (108). Âûáåðåì ìàòðèöó Ĝ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

Ĝ = βσ̂3,

ãäå β - íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðè ýòîì âûáîð ìàòðèö Ĵ , D̂ îñòàâèì ïðåæ-
íèì (105).

Ñîîòíîøåíèÿ (110), êîòîðûå ðåäóöèðóþò óðàâíåíèÿ (106) ê óðàâíåíèÿì òèïà ÍÓØ, â
ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè èìåþò òàêîé âèä:

a0,x + 2(a21 + a22) = 0, a3,x = 0, (113)

a1,x + 2a0a1 + 2ia3a2 = 0, a2,x + 2a0a2 − 2ia3a1 = 0.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ a3 íå çàâèñèò îò x: a3 = c3(t), à ôóíêöèþ a0
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

a0 = −
∫

(a21 + a22)dx+ c0(t),

ãäå ôóíêöèè c0(t) è c3(t) áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìîé ðåøåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû T̂ .
Ââîäÿ ïåðåìåííûå u = a1 + ia2, u = a1 − ia2, v = a0 + a3 è v = a0 − a3, óðàâíåíèÿ (112)

ïðèâîäÿòñÿ ê ïàðå êîìïëåêñíûõ óðàâíåíèé:

ut + iK(1− β)uxx + 2i(3− 2β)Ku2u+ 2iK(1− 2β)v2u+

+2q3u− 2qa3 = 0, (114)

ut − iK(1− β)uxx − 2i(3− 2β)Kuu2 − 2iK(1− 2β)v2u

+2q3u− 2qa3 = 0,

Çäåñü q = q1 + iq2, q = q1 − iq2. Â ñëó÷àå, åñëè ai, i = 0, . . . , 2 - âåùåñòâåííûå ôóíêöèè, à
a3 = ia - ÷èñòî ìíèìàÿ, òî óðàâíåíèÿ (114) êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó è ÿâëÿþòñÿ
íåêîòîðûì àíàëîãîì ÍÓØ. Èñïîëüçóÿ (113), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

v = a0 + a3 =

∫
|u|2dx+ c0 + c3,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò óðàâíåíèå (114) çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

ut+ iK(1−β)uxx+2i(3−2β)K|u|2u+2i(1−2β)K

(∫
|u|2dx+ c0 + c3

)2

u+2q3u = 0. (115)
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Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

vt − iK(1− β)vxx − 2iK(3− 2β)|u|2v − 2iK(1− 2β)|u|2v = 0. (116)

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð β - ïðîèçâîëåí, íî ñàìè ðåøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé u(x, t) è v(x, t)
îò íåãî íå çàâèñÿò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé è èõ ðåøåíèé, íà ñàìîì äåëå, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïó÷êè óðàâíåíèé ñ èíâàðèàíòíûì
êëàññîì ðåøåíèé, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè ïîäñòàíîâêàìè, îïðåäåëåí-
íûìè âûøå. Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ β = 1/2, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (115) ê êëàññè÷åñêîìó
ÍÓØ ñ ëèíåéíûì êîýôôèöèåíòîì ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû γ(t) = −2iq3(t), êîòîðûé çàäàåòñÿ
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé q3(t). Ôóíêöèè u è v ïðè òàêîì âûáîðå β ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèé:

ut +
i
2
Kuxx + 4iK|u|2u+ 2q3u = 0, vt − i

2
Kvxx − 4iK|u|2v = 0. (117)

Ïåðâîå óðàâíåíèå íå çàâèñèò îò ôóíêöèè v è ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ÍÓØ, à âòîðîå
óðàâíåíèå îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé â ñðåäå ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ
4K|u|2.

Â ñëó÷àå β = 3/2 óðàâíåíèÿ (115) è (116) ïðèíèìàþò òàêîé âèä:

ut − i
K

2
uxx − i

(
Kv2 + 2iq3

)
u = 0,

vt + i
K

2
vxx + 4iK|u|2v = 0,

À â ñëó÷àå β = 1 óðàâíåíèÿ (115) è (116) ïåðåõîäÿò â ñèñòåìó íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî u è v:

ut + 2iK|u|2u− i2Kv2u+ 2q3u = 0,

vt − 2iK|u|2
(
v − v

)
= 0,

â êîòîðûõ çàâèñèìîñòü ôóíêöèé îò x ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé.

16 Ïîäñòàíîâêè äëÿ ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé

Ñëåäóþùèì âàæíûì øàãîì â ðàçâèòèè ìåòîäà ôóíêöèîíàëüíûõ ïîäñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ
ïåðåíîñ åãî íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðàñøèðåíèå ÌÎÇ
íà ìíîãîìåðíûå óðàâíåíèÿ ñîïðÿæåíî ñ òðóäíîñòÿìè. Èçëîæåíèå ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ èí-
òåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé â ðàìêàõ ÌÎÇ áóäåò îáñóæäàòüñÿ äàëåå. Çäåñü æå ìû ïîêàæåì,

� 35 �



Íåëèíåéíûå ìîäåëè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè

÷òî ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäîëîãèÿ ÌÔÏ áåç òðóäà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ìíîãî-
ìåðíûé ñëó÷àé. Ýòî ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà òî, ÷òî ìíîãîìåðíûé âàðèàíò ýòîãî ìåòîäà
äàñò áîëåå øèðîêèé êðóã èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé, ïîëåçíûõ íà ïðàêòèêå. Ïîñêîëüêó â
ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëè ââåäåíû ìàòðè÷íûå ïîäñòàíîâêè, òî, åñòåñòâåííî, ìíîãîìåðíûé
ñëó÷àé ðàññìàòðèâàòü ñðàçó â ìàòðè÷íîé ôîðìå. Ñëó÷àé ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé áóäåò ÿâ-
ëÿòüñÿ ÷àñòíûì âàðèàíòîì îáùåãî ïîäõîäà.

17 Îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà â ìíîãîìåðíîì âàðè-

àíòå

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå áàçîâûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóþùóþ ñîâî-
êóïíîñòü óðàâíåíèé äëÿ îäíîé âñïîìîãàòåëüíîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèè T̂ (x), x =
(x1, x2, . . . , xn):

∂

∂xα
T̂ = Âα(x)T̂ , α = 1, . . . , n. (118)

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè T̂ (x) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè Âα(x), îïðåäåëåííûå áà-
çîâûìè ñîîòíîøåíèÿìè (118), ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè:

∂

∂xα
Âβ −

∂

∂xβ
Âα +

[
Âβ, Âα

]
= 0, α, β = 1, . . . , n. (119)

Êðîìå ýòèõ î÷åâèäíûõ ñëåäñòâèé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè T (x) èç ñîâîêóïíîñòè áàçîâûõ
ñîîòíîøåíèé ñëåäóþò è ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ áàçîâûõ ôóíêöèé
Aα ëþáîãî ïîðÿäêà. Èìåííî ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè A

(a1,a2,...,an)(x), îïðå-
äåëåííûå ñîîòíîøåíèÿìè:

∂|a|T̂

∂xa11 · · · ∂xan1
= Â(a)(x)T̂ , (120)

ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè ïîëèíîìàìè òîëüêî ôóíêöèé Aα, α = 1, . . . , n. Çäåñü è
äàëåå ââîäèòñÿ ìóëüòèèíäåêñ a = (a1, a2, . . . , an), ñ öåëî÷èñëåííûìè êîìïîíåíòàìè ai è
îáîçíà÷åíèå: |a| = a1 + a2 + · · ·+ an. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì:

∂

∂xα
T̂ [a] = Â(a+1α)T̂ =

(
∂

∂xα
Â(a) + Â(a)Âα

)
T̂ , α = 1, . . . , n,

ãäå

1α = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
α−1

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−α

).
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Îòñþäà ñëåäóåò íàáîð ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:

Â(a+1α) =
∂

∂xα
Â(a) + Â(a)Âα, α, β = 1, . . . , n. (121)

Êàê è â ðàçìåðíîñòè 1+1 (èëè 2), ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ äëÿ ôóíêöèé Âα, α = 1, . . . , n, êîòîðûå ïîðîæäå-
íû òðåáîâàíèåì, ÷òî ôóíêöèÿ T̂ (x) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èëè íåñêîëüêèì äîïîëíèòåëü-
íûì óðàâíåíèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàññìàòðèâàòü òàêèå ôóíêöèè Âα, α = 1, . . . , n,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèè T̂ , ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îáùåãî
âèäà:

N∑
|a|=0

Ĉa(x)
∂|a|T̂

∂xa1 · · · ∂xan
= 0, (122)

òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî áàçîâûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ôóíêöèé Âα ïîëó÷àåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå âèäà:

N∑
|a|=0

Ĉa(x)Â
(a) = 0. (123)

Ïîñêîëüêó Â(a) ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè ïîëèíîìàìè ôóíêöèé Âα(x), ïîñëåäíåå
óðàâíåíèå â ñîâîêóïíîñòè ñ (119) ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî Âα.

18 Ïðîñòûå ïðèìåðû èíòåãðèðóåìûõ ñêàëÿðíûõ ìîäå-

ëåé

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ïðèìåðû êîíñòðóèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ
óðàâíåíèé íà îñíîâå ëèíåéíûõ ìîäåëåé äëÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè T (x). Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå
òðóäíî îæèäàòü ïîëó÷åíèÿ ñóùåñòâåííî íîâûõ ïîëåçíûõ äëÿ ïðàêòèêè èíòåãðèðóåìûõ
ìîäåëåé, ïîñêîëüêó ñâîéñòâà ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé Aα(x) â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ
î÷åíü ïðîñòûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

∂

∂xα
Aβ −

∂

∂xβ
Aα = 0, α, β = 1, 2, . . . , n (124)

Òåì íå ìåíåå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âàðèàíòû ïîñòðîåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé,
ïîñêîëüêó îíè ñèñòåìàòèçèðóþò ñâîéñòâà öåëîãî íàáîðà ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè, ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèõ, ÷òî äîñòàòî÷íî òðóäíî ñäåëàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ äðóãèõ ïîäõîäîâ.
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Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè èñïîëüçîâàíèÿ ñõåìû ÌÔÏ äëÿ ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ
òå÷åíèé âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Õîðîøî èçâåñòíî èç ãèäðîäèíàìèêè [42], ÷òî â ñëó-
÷àå ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âÿçêèå íàïðÿæåíèÿ íå äàþò âêëàäà â
óðàâíåíèÿ. Îäíàêî â ñëó÷àå ñæèìàåìîé æèäêîñòè (ãàçà) òàêîé âêëàä îñòàåòñÿ è åãî ó÷åò
êàê ðàç è äàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ÌÔÏ.

Äëÿ óäîáñòâà âûäåëèì ïåðåìåííóþ âðåìåíè, ïîëàãàÿ t = x0, îñòàâëÿÿ ÷èñëî êîîðäèíàò
ðàâíûì n. Òîãäà áàçîâàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Tt = WT, T,α = AαT, α = 1, . . . , n. (125)

Îòñþäà óðàâíåíèÿ ñâÿçè ìîæíî çàïèñàòü òàê:

Aα,β = Aβ,α, W,α = Aα,t, α, β = 1, . . . , n. (126)

Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â ïðî-
ñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n:

Tt = ν∆T. (127)

Çäåñü

∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+ · · ·+ ∂2

∂x2n
=

n∑
α=1

∂2

∂x2α
.

Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó çàìûêàþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

1

ν
W =

n∑
α=1

(
Aα,α + A2

α

)
. (128)

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïðîñòûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì íàõîäèì:

W,α = Aα,t = ν
n∑
β=1

(
Aβ,βα + 2AαAα,β

)
.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè, èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà β
ïîëó÷àåì:

1

ν
Aα,t =

n∑
β=1

(
Aα,ββ + 2AαAβ,α

)
. (129)
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Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ: vα = −2νAα, òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ
Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîòîêà æèäêîñòè c ïîëåì ñêîðîñòè v = {v1, . . . , vn} è
íóëåâîé ñèëîé Àðõèìåäà:

vα,t +
n∑
β=1

vβ
∂vα
∂xβ

= ν∆vα.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî íàçâàòü ìíîãîìåðíûì óðàâíåíèåì Áþðãåðñà.
Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ: uα = −νAα, óðàâíåíèå (129) ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

uα,t +
n∑
β=1

uβ
∂uα
∂xβ

= ν∆uα −
∂p

∂xα
, (130)

ãäå

p =
ν

2

n∑
α=1

A2
α + p0. (131)

Çäåñü p0 - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Óðàâíåíèå (130) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê óðàâíåíèÿ
Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîòîêà æèäêîñòè ñ ïîëåì ñêîðîñòè u = v/2 è äàâëåíèåì
p. Îäíàêî äëÿ ïîëíîòû òàêîé èíòåðïðåòàöèè íåîáõîäèìî óêàçàòü óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ
ìàññû, êîòîðîå äîëæíî èìåòü âèä óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè:

∂ρ

∂t
+

n∑
α=1

∂

∂xα
ρuα = 0. (132)

Ê òàêîìó âèäó ïðèâîäèòñÿ èñõîäíîå óðàâíåíèå (127). Äåéñòâèòåëüíî:

∂T

∂t
− ν

n∑
α=1

∂

∂xα

[
T
∂ lnT

∂xα

]
= 0.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñêîðîñòè, è ïîëàãàÿ ρ = T , ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (132).
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (127) äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ñ
äàâëåíèåì p è ïëîòíîñòüþ ρ. Îäíàêî òðåáóåòñÿ îïðåäåë¼ííîå óòî÷íåíèå ýòèõ óðàâíåíèé.

19 Ìàòðè÷íûå ïîäñòàíîâêè äëÿ ìíîãîìåðíûõ óðàâíå-

íèé

Ìàòðè÷íûå ïîäñòàíîâêè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿþò êëàññ èíòåãðè-
ðóåìûõ è ÷àñòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûå
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âñïîìîãàòåëüíûå óðàâíåíèÿ îñòàâëÿþò áîëåå øèðîêèé ïðîèçâîë â âûáîðå ðåøåíèé äëÿ
îñíîâíîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèè T̂ . Ïîýòîìó ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåòñÿ êëàññ ÷àñòè÷íî èí-
òåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìåííî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Èçëîæåíèå ïðèìåðîâ
ïðèìåíåíèÿ îáùåé ñõåìû ìàòðè÷íûõ ïîäñòàíîâîê äëÿ ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé íà÷íåì ñî
âñïîìîãàòåëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

19.1 Çàäà÷à M-âîëí â ðàçìåðíîñòè 1+2

Ïðîñòûì ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ îïèñàííîé ñõåìû ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, êî-
òîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, îòòàëêèâàÿñü îò ñèñòåìû âñïîìîãàòåëüíûõ óðàâíåíèé â êîîðäè-
íàòíîé ðàçìåðíîñòè 1+2 ñëåäóþùåãî âèäà:

T̂t = P̂ T̂x, T̂t = Q̂T̂y. (133)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöû P̂ è Q̂ íåâûðîæäåíû è êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé:
[P̂ , Q̂] = 0, à òàêæå èìåþò ýëåìåíòû, íåçàâèñÿùèå îò x, y, t. Óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè
íåîáõîäèìî äëÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (133). Áàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ ïåðåîáîçíà÷èì. Èìåí-
íî, áóäåì ïîëàãàòü:

T̂x = ÂT̂ , T̂y = B̂T̂ , T̂t = ĈT̂ . (134)

Çäåñü ìàòðèöû Â, B̂ è Ĉ ðàçìåðíîñòè N ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áàçîâûå ôóíêöèè ñõåìû.
Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ìàòðèöàìè â ñèëó âûïîëíåíèÿ áàçîâûõ ñîîòíîøåíèé èìååò òàêîé
âèä:

Ât − Ĉx + [Â, Ĉ] = 0, B̂t − Ĉx + [B̂, Ĉ] = 0, Ây − B̂x + [Â, B̂] = 0.

Èñïîëüçóÿ áàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ, ïðèâîäèì óðàâíåíèÿ (133) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

Ĉ = P̂ Â, Ĉ = Q̂B̂. (135)

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî áàçîâûå ôóíêöèè Â, B̂ è Ĉ óäîâëåòâîðÿþò ïî
îòäåëüíîñòè ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

Ât − P̂ Âx + [Â, P̂ ]Â = 0, Ĉt − P̂ Ĉx + Ĉ2 − P̂ ĈP̂−1Ĉ = 0,

B̂t − Q̂B̂y + [B̂, Q̂]B̂ = 0, Ĉt − Q̂Ĉy + Ĉ2 − Q̂ĈQ̂−1Ĉ = 0, (136)

P̂−1Ĉy − Q̂−1Ĉx + [P̂−1Ĉ, Q̂−1Ĉ] = 0.

Îáúåäèíÿÿ ÷àñòü óðàâíåíèé ýòîé ñîâîêóïíîñòè, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì ìíîãîìåðíîå óðàâ-
íåíèå:

Ĉt − pP̂ Ĉx − qQ̂Ĉy + Ĉ2 − pP̂ ĈP̂−1Ĉ − qQ̂ĈQ̂−1Ĉ = 0, (137)
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ãäå p è q - äâà ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñëà, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé óñëîâèåì: p + q = 1.
Ýòà ñèñòåìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê èçâåñòíàÿ ñèñòåìà N2-âîëí ñ êâàäðàòè÷íîé íåëè-
íåéíîñòüþ â ðàçìåðíîñòè 1+2. Ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ
ïîäñòàíîâêè:

Ĉ = T̂tT̂
−1,

ãäå T̂ - ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (133).

20 Èíòåãðèðóåñìûå ìîäåëè àâòîâîëí â ðàçìåðíîñòè

1+2

Ðàññìîòðèì òåïåðü â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ñëåäóþ-
ùåãî âèäà:

T̂t = ĝT̂xy, (138)

ãäå ĝ - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà. Áàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü â ôîðìå
(134). Òîãäà óðàâíåíèå (138) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì äâóì ñîîòíîøåíèÿì:

Ĉ = ĝ
(
Ây + ÂB̂

)
, Ĉ = ĝ

(
B̂x + B̂Â

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè, ïðèõîäèì ê äâóì ìàòðè÷íûì
óðàâíåíèÿì äëÿ ìàòðèö Â è B̂:

Ât − ĝÂxy − ĝÂxB̂ − ĝÂyÂ+ [Â, ĝ](Ây + ÂB̂) = 0,

B̂t − ĝB̂xy − ĝB̂xB̂ − ĝB̂yÂ+ [B̂, ĝ](B̂x + B̂Â) = 0. (139)

Ñäåëàåì â óðàâíåíèÿõ ôîðìàëüíóþ çàìåíó:

∂

∂x
→ ∂

∂z
,
∂

∂y
→ ∂

∂z
,

ãäå z = x+ iy, z = x− iy. Â ýòîì ñëó÷àå âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå ïðèìåò òàêîé âèä:

T̂t =
ĝ

4
∆T̂ , (140)

ãäå

∆ = 4
∂2

∂z∂z
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- äâóìåðíûé Ëàïëàñà îïåðàòîð. Êðîìå ýòîãî, èìååì:

Â = T̂zT̂
−1, B̂ = T̂zT̂

−1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà T̂ , êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (140), âûáðàíà
âåùåñòâåííîé, òî ìàòðèöû Â è B̂ áóäóò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó:

B̂ = Â∗.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìàòðèöà ĝ òàêæå áûëà âåùåñòâåííîé. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
÷òî óðàâíåíèÿ (139) äëÿ Â è B̂ òàêæå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó:

Ât −
1

4
ĝ∆Â− ĝÂzÂ

∗ − ĝÂzÂ+ [Â, ĝ](Âz + ÂÂ∗) = 0,

Â∗
t −

1

4
ĝ∆Â∗ − ĝÂ∗

zÂ
∗ − ĝÂ∗

zÂ+ [Â∗, ĝ](Â∗
z + Â∗Â) = 0. (141)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè
â ñëó÷àå âåùåñòâåííîé ìàòðèöû ĝ.

21 Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Äèðàêà

Âàæíûì ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííîé îáùåé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
ñêîíñòðóèðîâàòü èíòåãðèðóåìîå ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâîê íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Äèðàêà â
ðàçìåðíîñòè 1+3, èìåþùåå òàêæå êâàäðàòè÷íóþ íåëèíåéíîñòü. Èññëåäîâàíèå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ è åãî ðåøåíèé è áóäåò îñíîâíîé çàäà÷åé äàííîé ñòàòüè. Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ
òèïà Äèðàêà ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà â ðàçìåðíîñòè 1+3
ñëåäóþùåãî âèäà:

∂

∂t
T̂ =

3∑
α=1

σ̂α
∂

∂xα
T̂ + µ̂T̂ . (142)

Çäåñü T̂ - ìàòðèöû 2× 2, à σ̂µ - ìàòðèöû Ïàóëè (76). Èñïîëüçóÿ áàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ:

T̂t = Â0T̂ ,
∂

∂xα
T̂ = ÂαT̂ , α = 1, 2, 3, (143)

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ:

Ĉ = Â0 =
3∑

α=1

σ̂αÂα + µ̂. (144)
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Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ñõåìû â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

∂

∂xα
Âβ −

∂

∂xβ
Âα +

[
Âβ, Âα

]
= 0, α, β = 1, . . . , 3,

∂

∂t
Âβ −

∂

∂xβ
Ĉ +

[
Âβ, Ĉ

]
= 0, β = 1, . . . , 3, (145)

Ñâîðà÷èâàÿ îáå ñèñòåìû (145) ïî èíäåêñó β, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæèâ èõ, ñîîòâåòñòâåííî,
íà σ̂β, è èñïîëüçóÿ (144), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå äëÿ ìàòðèö Ĉ è Âβ, β = 1, 2, 3:

∂

∂t
Âα −

3∑
β=1

σ̂β
∂

∂xβ
Âα + ÂαĈ −

3∑
β=1

σ̂βÂαÂβ −
∂

∂xα
µ̂− µ̂Âα = 0, β = 1, . . . , 3,

∂

∂t
Ĉ −

3∑
β=1

σ̂β
∂

∂xβ
Ĉ + Ĉ2 −

3∑
β=1

σ̂βĈÂβ −
∂

∂t
µ̂− µ̂Ĉ = 0. (146)

Äëÿ ïðîñòîòû äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèè, êîãäà µ̂ = const. Ïîêàæåì òåïåðü,
÷òî ïðè òàêîì óñëîâèè óðàâíåíèÿ (146) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ
Äèðàêà.

22 Ïåðåõîä ê ñïèíîðíîé ôîðìå çàïèñè

Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ (146) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âåêòîðíîì âèäå (ñì. Ïðèëîæåíèå), åñ-
ëè êàæäóþ èç ìàòðèö Ĉ è Âα ïðåäñòàâèòü â âèäå îäíîãî âåêòîðà, ñîñòàâëåííîãî èç èõ
ñòîëáöîâ ïî ïðàâèëó. Çàïèøåì ìàòðèöó Ĉ â âèäå äâóõ ñòîëáöîâ:

Ĉ =
(
c1, c2

)
, c1 =

(
c11
c21

)
, c2 =

(
c12
c22

)
. (147)

Ââåäåì ñëåäóþùèé áè-ñïèíîð Ψ0, èìåþùèé âèä:

Ψ0 =


c11
c21
c1,2
c22

 =

(
ψ0
1

ψ0
2

)
, (148)

ãäå ψ1 = c1 è ψ2 = c2 - ñïèíîðû. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðàâèëàì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì.
Ïðèëîæåíèå), ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (146) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Ŝ0
∂

∂t
Ψ0 +

3∑
α=1

Ŝα
∂

∂xα
Ψ0 + ÊΨ0 = 0, (149)
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ãäå:

Ŝ0 =
(
Î
⊗

Î
)
, Ŝα = −

(
σ̂α
⊗

Î
)
= −

(
σ̂α 0̂

0̂ σ̂α

)
, α = 1, 2, 3.

à ìàòðèöà Ê âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. Ïðèëî-
æåíèå) ìàòðèö:

Ê = Î
⊗

Â0 −
3∑

α=1

(
σ̂α
⊗

Î
)(
Î
⊗

Âα

)
− µ̂0 =

3∑
j=0

ŜjÂj − µ̂0.

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

Âα =
(
Î
⊗

Âα

)
=

(
aα11Î aα21Î

aα12Î aα22Î

)
, Â0 =

(
Î
⊗

Ĉ
)
=

(
c11Î c21Î

c12Î c22Î

)
, µ̂0 = (µ̂

⊕
Î).

Ïî âèäó ìàòðèöû Ê åå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü (ñ òî÷íîñòüþ äî ðàçìåðíîãî ìíîæèòåëÿ)
êàê ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì îáîáùåííîãî
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì, ïðåäñòàâëåííûì 4-âåêòîðîì ñ êîìïî-
íåíòàìè â âèäå ìàòðèö Âj, j = 0, 1, 2, 3.

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (149) íà ÷åòûðåõðÿäíóþ ìàòðèöó γ̂0:

γ̂0 =

(
0̂ Î

−Î 0̂

)
,

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ, ñîâïàäàþùåìó ñ óðàâíåíèåì Äèðàêà ñ òî÷íîñòüþ äî ðàçìåðíûõ
ìíîæèòåëåé ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â çàïèñü ýòîãî óðàâíåíèÿ:

3∑
j=0

γ̂j

(
∂

∂xj
+ Âj

)
Ψ0 = m̂Ψ0, (150)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

m̂ = γ̂0µ̂0, γ̂α = γ̂0Ŝα, α = 1, 2, 3. (151)

Îïðåäåëåííûì îòëè÷èåì äàííîãî óðàâíåíèÿ îò êëàññè÷åñêîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìàòðèöà
γ̂0 ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé ìàòðèöåé Äèðàêà γ̂5, à íå ñ êëàññè÷åñêîé ìàòðèöåé Äèðàêà:

γ̂0 =

(
Î 0̂

0̂ −Î

)
� 44 �



Ìåòîä ôóíêöèîíàëüíûõ ïîäñòàíîâîê

.
Ïî àíàëîãèè ñ ìàòðèöåé Ĉ = Â0 ââåäåì ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå è ìàòðèö Âα. Èìåííî,

ïîëàãàÿ:

Âα =
(
aα1 , a

α
2

)
, aµ1 =

(
aα11
aα21

)
, aα2 =

(
aα12
aα22

)
, (152)

ââåäåì ñëåäóþùèå áè-ñïèíîðû Ψα:

Ψα =


aα11
aα21
aα12
aα22

 =

(
ψα1
ψα2

)
. (153)

Îïÿòü ñ ïîìîùüþ ïðàâèë òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàõîäèì, ÷òî óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäî-
âëåòâîðÿþò ñïèíîðû Ψα, èìåþò óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñëåäóþùåãî âèäà:

3∑
j=0

γ̂j

(
∂

∂xj
+ Âj

)
Ψα = m̂Ψα, α = 1, 2, 3, (154)

ãäå ìàòðèöû Âj èìåþò òîò æå âèä (151), ÷òî è â óðàâíåíèè äëÿ áè-ñïèíîðà Ψ0.
Ê ýòèì ñîîòíîøåíèÿì, çàïèñàííûì â ñïèíîðíîì âèäå, íåîáõîäèìî äîáàâèòü è ñîîòíî-

øåíèå (144), òàêæå ïðåäñòàâëåííîå â ñïèíîðíîì âèäå:

Ψ0 =
3∑

α=1

ŜαΨα +M, (155)

ãäå

M =


µ11

µ21

µ12

µ22

 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî áè-ñïèíîðû Ψj, j = 01, 2, 3 - ëèíåéíî çàâèñèìû.
Àíàëîãè÷íî, â ñïèíîðíîì âèäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü è óðàâíåíèå (142). Ïîëàãàåì:

T̂ =
(
t1, t2

)
, t1 =

(
t11
t21

)
, t2 =

(
t12
t22

)
, (156)

ââîäèì áè-cïèíîð:

Φ =


t11
t21
t12
t22

 =

(
t1
t2

)
,
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êîòîðûé òåïåðü óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

3∑
ν=0

γ̂ν
∂

∂xν
Φ + m̂Φ = 0, (157)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Äèðàêà äëÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñ ìàññîé, îïðå-
äåëÿåìîé ìàòðèöåé m̂.

Òàêæå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ñïèíîðíóþ ôîðìó è áàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ (143). Îíè
áóäóò âûãëÿäåòü òàêèì îáðàçîì:

∂

∂xj
Φ = B̂jΦ, j = 0, 1, 2, 3, (158)

ãäå B̂j =
(
Âj
⊗

Î
)
- ìàòðèöû 4× 4, îòëè÷íûå îò ìàòðèö Âj. Â ñèëó âûïîëíåíèÿ áàçîâûõ

ñîîòíîøåíèé â ñïèíîðíîé ôîðìå (158), âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

∂

∂xk
B̂j −

∂

∂xj
B̂k + [B̂j, B̂k] = 0, j, k = 0, 1, 2, 3. (159)

23 Èíòåðïðåòàöèÿ

Óðàâíåíèÿ Äèðàêà (149) è (150) îïèñûâàþò äèíàìèêó òðåõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö (â ñèëó
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè áè-ñïèíîðîâ ÷àñòèö) ñî ñïèíîì 1/2 (ôåðìèîíîâ) â ñîâîêóïíîì ïî-

ëå, ñîçäàííîì ñàìèìè ÷àñòèöàìè, ïîòåíöèàë êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöàìè Âj. Êîì-

ïîíåíòû âåêòîðíîãî 4-ïîòåíöèàëà Â =
(
Â0, Â1, Â2, Â3

)
, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿþòñÿ

áè-ñïèíîðàìè Ψj â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (153) è (148). Òî, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîð-
íîãî ïîòåíöèàëà, ñîçäàííîãî ÷àñòèöàìè ïîëÿ, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû, ãîâîðèò î òîì,
÷òî äàííîå ïîëå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê êàëèáðîâî÷íîå ïîëå òèïà ßíãà-Ìèëëñà ñî çíà-
÷åíèÿìè â àëãåáðå ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà SL[2]. Òåíçîð íàïðÿæåííîñòè ýòîãî ïîëÿ ñî
çíà÷åíèÿìè â òîé æå ïîäàëãåáðå ìàòðèö 4× 4 èìååò âèä:

Fjk =
∂

∂xk
Âj −

∂

∂xj
Âk + [Âj, Âk].

Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè òàêîå ïîëå â òî÷íîñòè ïîëåì ßíãà-Ìèëëñà, íåîáõîäèìî
åùå óñòàíîâèòü òî, êàêèì óðàâíåíèÿì óäîâëåòâîðÿåò íàïðÿæåííîñòü ýòîãî ïîëÿ â ñèëó
âûïîëíåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ (142). Ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà âûõîäèò çà ðàìêè
äàííîé ëåêöèè. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî íàïðÿæåííîñòü ýòîãî ïîëÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íà îò
íóëÿ, õîòÿ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ñ êîìïîíåíòàìè B̂j ðàâíà íóëþ â ñèëó ñîîòíîøåíèé (159).
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèôè÷åñêèé ñëó÷àé ñàìîñî-
ãëàñîâàííîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ ÷åòûðåõ ôåðìèîíîâ ñ ñîáñòâåííûì ïîëåì, ïîäîáíûì
ïîëþ ßíãà-Ìèëëñà.

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñè-
ñòåìû ÷åòûðåõ ôåðìèîíîâ, à êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ â íåé ìîæíî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ
òåîðèè âîçìóùåíèé âáëèçè ýòîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå êðîìå ñàìîé íåëè-
íåéíîé ìîäåëè ñëåäóåò ðàññìîòðåòü è óðàâíåíèÿ äëÿ åå âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé óäîáíî ñòðîèòü, èñõîäÿ èç èõ ïåðâè÷íîé ìàòðè÷íîé ôîðìû,
à çàòåì ïåðåéòè óæå ê ñïèíîðíîé çàïèñè ýòèõ óðàâíåíèé. Èìååì:

∂

∂t
δÂα −

3∑
β=1

σ̂β
∂

∂xβ
δÂα + δÂαĈ + ÂαδĈ −

3∑
β=1

σ̂β

(
δÂαÂβ + ÂαδÂβ

)
= m̂δÂα, α = 1, . . . , 3,

∂

∂t
δĈ −

3∑
β=1

σ̂β
∂

∂xβ
δĈ + δĈĈ + ĈδĈ −

3∑
β=1

σ̂β

(
δĈÂβ + ĈδÂβ

)
= m̂δĈ. (160)

Ïåðåõîäÿ ê ñïèíîðíîé çàïèñè, ïîëó÷àåì:

∂

∂t
ξα −

3∑
β=1

Ŝβ
∂

∂xβ
ξα + Â0ξα + B̂αξ0 −

3∑
β=1

σ̂β

(
Âβξα + B̂αξβ

)
= m̂ξα, β = 1, . . . , 3,

∂

∂t
ξ0 −

3∑
β=1

Ŝβ
∂

∂xβ
ξ0 + (Â0 + B̂0)ξ0 −

3∑
β=1

Ŝβ

(
Âβξ0 + B̂0ξβ

)
= m̂ξ0. (161)

Çäåñü:

ξj =


δaj11
δaj21
δaj12
δaj22

 , j = 0, 1, 2, 3.

24 Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Äèðàêà

Âû÷èñëèì ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ â ôîðìå (157). Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â
ñëåäóþùåé ôîðìå:

Φ = u exp
(
i

3∑
j=0

pjxj

)
,
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ãäå u - ïîñòîÿííûé ñïèíîð, à p = (p0, p1, p2, p3) - ïàðàìåòðû ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ïî
ñóòè êîìïîíåíòû âåêòîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷àñòèöû, îïèñûâàþùåéñÿ óðàâíåíèåì Äèðàêà
(157). Â ýòîì ñëó÷àå (157) ïåðåõîäèò â çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðà:

3∑
j=0

γ̂ju− im̂u = 0.

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:(
3∑

α=1

pαŜα + iµ̂0

)
u = p0u.

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðà ìàòðèöû:

Ŵ =

(
3∑

α=1

pαŜα + iµ̂0

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ea = Ea(p1, p2, p3|µ̂0), a = 1, 2, 3, 4 ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Ŵ , êîòî-
ðûì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðà ua(µ̂):

Ŵua = Ea(p1, p2, p3|µ̂0)ua, a = 1, 2, 3, 4.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè T̂ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òàêîì âèäå:

T̂ =

∫ 4∑
a=1

Ua(p1, p2, p3)ua(µ̂0) exp

(
i

3∑
α=1

pαxα + iEa

(
p1, p2, p3|µ̂0

)
t

)
dp1dp2dp3. (162)

Çäåñü Ua(p1, p2, p3), a = 1, 2, 3, 4 - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè p = (p1, p2, p3). Ðåøåíèÿ äëÿ
ñïèíîðîâ Ψj, j = 0, 1, 2, 3 ïðè ýòîì âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâîê (143) è ïðåîáðà-

çîâàíèÿ êîìïîíåíò ìàòðèö Ĉ è Âα â ñïèíîðíóþ ôîðìó (147) è (152).
Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü òåïåðü è òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ áàçîâûìè ñîîòíîøåíèÿìè (118), ñâÿçûâàþùèìè
ôóíêöèè Âj, j = 0, 1, 2, 3 ñ ìàòðèöåé T̂ . Âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà âáëèçè ðåøåíèÿ

íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòðèöàì T̂ (0) è Â
(0)
j äëÿ ýòèõ ñîîòíî-

øåíèé, âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂

∂xj
δT̂ (0) = δÂjT̂

(0) + Â
(0)
j δT̂ .
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Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî âîçìóùåíèÿ ìàòðèö δÂj âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âîçìóùåíèÿ ìàòðèöû

T̂ (0), åå ñàìó è Â
(0)
j ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δÂj =

(
∂

∂xj
δT̂ − Â

(0)
j δT̂

)(
T̂ (0)

)−1

. (163)

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå ê ñïèíîðíîìó âèäó ìîæåì ïîëó÷èòü âîçìóùåíèÿ äëÿ áè-
ñïèíîðîâ ξj, j = 0, 1, 2, 3, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (161). Âîçìóùåíèÿ ìàò-

ðèöû T̂ íàõîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îáùåãî ðåøåíèÿ (162), â êîòîðîì âîçìóùåíèÿ ìî-
ãóò áûòü ñâÿçàíû ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè Ua(p1, p2, p3) è ìàòðèöåé µ̂, âõîäÿùåé âî
âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ T̂ , îò êîòîðîãî íå çàâèñèò ÿâíûé âèä óðàâíåíèé (154) è
(150). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå (163) ïîëíîñòüþ ðåøàåò çàäà÷ó î âîçìóùåíèÿõ âáëèçè òî-
ãî èëè èíîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Äèðàêà è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ çàäà÷
êâàíòîâîé äèíàìèêè.

25 Ïðèëîæåíèå

Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå:
ÂX̂B̂ + ĈX̂D̂ = F̂ . (164)

îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû X̂ =
(
x1, . . .xN

)
ðàçìåðíîñòè N×N , ãäå xi - ñòîëáöû ìàòðèöû X̂ ñ

íîìåðîì i = 1, . . . , N , ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî
âåêòîðà ðàçìåðíîñòè d = N2:

X =


x1

x2

· · ·
xN

 .

Â ýòîì óðàâíåíèè Â, B̂, Ĉ, D̂ è F̂ èçâåñòíûå ìàòðèöû òîé æå ðàçìåðíîñòè n × n. Ââåäåì
îáîçíà÷åíèÿ:

(
Î
⊕

B̂
)
=


B11Î B21Î · · · BN1Î

B12Î B22Î · · · BN2Î
· · · · · · · · · · · ·
B1N Î B2N Î · · · BNN Î

 ,
(
Î
⊕

D̂
)
=


D11Î D21Î · · · DN1Î

D12Î D22Î · · · DN2Î
· · · · · · · · · · · ·
D1N Î D2N Î · · · DNN Î


(
Â
⊕

Î
)
=


Â 0 · · · 0

0 Â · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · Â

 ,
(
Ĉ
⊕

Î
)
=


Ĉ 0 · · · 0

0 Ĉ · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · Ĉ

 .
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Çäåñü Î - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè N × N . Òîãäà óðàâíåíèå (164) ýêâèâàëåíòíî
ñèñòåìå óðàâíåíèé:((

Â
⊕

Î
)(
Î
⊕

B̂
)
+
(
Ĉ
⊕

Î
)(
Î
⊕

D̂
))

X = F,

ãäå:

F =


f1
f2
· · ·
fN

 ,

à f1, f2, . . . , fN - ñòîëáöû ìàòðèöû F̂ .
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Ëåêöèÿ 2. Ãèäðîäèíàìè÷åñêèå

ïîäñòàíîâêè äëÿ ñàìîñîãëàñîâàííûõ

ìîäåëåé ãèäðîäèíàìèêè

26 Îáùàÿ ñõåìà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîäñòàíîâîê

Ñëåäóÿ îáùåé èäåîëîãèè ðàáîò [40, 18], áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå òå÷åíèÿ æèäêîñòè è ãà-
çà, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê îäíîìåðíûì óðàâíåíèÿì ãèäðîäèíàìèêè çà ñ÷åò, íàïðèìåð, öèëèí-
äðè÷åñêîé èëè ñôåðè÷åñêîé íà÷àëüíîé ñèììåòðèé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [18], âîñïîëüçóåìñÿ
ìåòîäîì ôóíêöèîíàëüíûõ ïîäñòàíîâîê â ôîðìå, ïðèñïîñîáëåííîé ê çàäà÷àì ãèäðîäèíà-
ìèêè. Òå÷åíèÿ æèäêîñòè èëè ãàçà, ñâîäÿùèåñÿ ê îäíîìåðíûì óðàâíåíèÿì ãèäðîäèíàìèêè,
öåëèêîì îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäàíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ñðåäû u(x, t) êàê ôóíêöèè êîîð-
äèíàòû è âðåìåíè. Ñîñòîÿíèå ñðåäû ïðè ýòîì îïèñûâàåòñÿ åå ïëîòíîñòüþ ρ.

Ñ êàæäîé òî÷êîé ñðåäû ìîæíî ôîðìàëüíî ñâÿçàòü ìàðêåðíóþ ôóíêöèþ θ = θ(x, t),
çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïðèâÿçàíû ê òî÷êàì ñðåäû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå ïåðåíîñà ìàð-
êåðîâ, ñâÿçàííûõ ñ θ, ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

θt + u(x, t)θx = 0. (165)

Äèôôåðåíöèàëüíûì ñëåäñòâèåì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:

∂

∂t
ρ+

∂

∂x

(
uρ
)
= 0, (166)

ñ ïëîòíîñòüþ ñðåäû
ρ = θx, (167)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì (165) ïî x.
Ýòî îáùåå íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü ñïåöèàëüíûé ïîäõîä äëÿ êîíñòðóèðîâà-

íèÿ ìîäåëåé äèíàìèêè ñðåäû, îïèðàþùèéñÿ íà ñâîéñòâà ôóíêöèè ìàðêåðà θ. Ñóòü ìåòîäà
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ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàðêåðîâ, íàéòè ïîäõîäÿùèé âèä ïîëÿ ñêîðîñòè
v(x, t), êàê ôóíêöèè îò θ è åå ïðîèçâîäíûõ, òàêîé, ÷òî îáúåìíûå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà
ñðåäó, ïðèîáðåòàþò íóæíóþ ôîðìó. Èìåííî òèï äåéñòâóþùèõ ñèë è îïðåäåëÿåò õàðàêòåð
ìîäåëè. Òàêîé ïîäõîä ìåíÿåò îáùèé âçãëÿä íà âîçìîæíîñòè àíàëèçà, íåëèíåéíûõ ïî ñâîåé
ñóòè, óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè. Êàê ïîäñêàçûâàåò èíòóèöèÿ, ïîïûòêà ïîñòðîèòü ðåøåíèå
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ êàêîé-ëèáî ñóïåðïîçèöèè ïîëÿ, çàðàíåå îáðå÷åíà íà
ïðîâàë, ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè íåëèíåéíû. Îäíàêî ðàññìàòðèâàåìûé ïîä-
õîä äåìîíñòðèðóåò ñóùåñòâîâàíèå îñîáîãî òèïà ñóïåðïîçèöèè â ãèäðîäèíàìèêå, à èìåííî
âîçìîæíîñòü ðàçëîæèòü ïîëå ñêîðîñòè íà îòäåëüíûå àääèòèâíûå ñîñòàâëÿþùèå, îòâå÷à-
þùèå çà ðàçëè÷àþùèåñÿ ïî ôèçè÷åñêîé ñóùíîñòè îáúåìíûå ñèëû, êîòîðûå, êàê ïðàâèëî,
îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñóïåðïîçèöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì åùå îäíî ôîðìàëüíîå òîæäåñòâî (êðîìå
(166)), êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ìàðêåðà. Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå
íåðàçðûâíîñòè (166), íàõîäèì:

∂

∂t
θx + u

∂

∂x
θx = −uxθx, (168)

èëè
∂

∂t
ln θx + u

∂

∂x
ln θx = −ux. (169)

Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýòè òîæäåñòâà âûãëÿäÿò êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà ïå-
ðåíîñà:

L̂ =
∂

∂t
+ v(x, t)

∂

∂x
(170)

íà íåêîòîðûå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ ìàðêåðîì.
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì òåïåðü òîæäåñòâî (169) åùå ðàç ïî x. Ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ ñëå-

äóþùåå òîæäåñòâî:

L̂
∂ ln θx
∂x

= −uxx − ux ln θx = −1

ρ

∂

∂x
(ρux), (171)

ãäå ρ = θx. Ðàññìîòðèì òåïåðü â êà÷åñòâå ïîëÿ ñêîðîñòè ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

u = U(θ)− ν
∂

∂x
ln θx. (172)

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ñ ó÷åòîì èìåþùèõñÿ òîæäåñòâ ïðèíèìàåò
âèä óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ èíåðöèàëüíîãî òå÷åíèÿ âÿçêîãî íåîäíîðîäíîãî ãàçà ñ
êîýôôèöèåíòîì êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè ν è äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè µ = νρ:

L̂u = ut + uux =
1

ρ

∂

∂x

(
νρux

)
. (173)
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Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñëå-
äóþùåãî âèäà:

θt + U(θ)θx = νθxx. (174)

Â ýòîì óðàâíåíèè U(θ) - ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ìàðêåðà. Íà÷àëü-
íîå óñëîâèå äëÿ θ è âûáîð ôóíêöèè U(θ) îïðåäåëÿþò ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è ñ çàäàí-
íûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì è ñêîðîñòè, è ïëîòíîñòè ñðåäû. Îäíàêî óðàâíåíèå (174)
èíòåãðèðóåòñÿ ïîëíîñòüþ òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè:

U(θ) = U0 + U1θ, (175)

ãäå U0 è U1 - ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Âûáîð (175) ñâîäèò çàäà÷ó â ñëó÷àå
F1 ̸= 0 ê óðàâíåíèþ Áþðãåðñà [2], ðåøåíèå êîòîðîãî ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè
Êîóëà-Õîïôà:

θ = −2ν
∂

∂x
lnϕ,

êàê ýòî áûëî îïèñàíî â [24, 25, 35]. Çäåñü ϕ(x, t) - âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè:

ϕt + U0ϕ+ U1ϕx = νϕxx. (176)

Ïðè ýòîì:

u(x, t) = U0 − 2νU1
∂

∂x
lnϕ− ν

∂

∂x

(
ln

∣∣∣∣ ∂2∂x2 lnϕ
∣∣∣∣) , ρ(x, t) = −2ν

∂2

∂x2
lnϕ. (177)

Óðàâíåíèå (173) ïî ôîðìå íå î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà, íî îíî
âêëþ÷åíî â áîëåå ïðèåìëåìóþ, ñ òî÷êè çðåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè, ñèñòåìó, ñîäåðæàùóþ
óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (166). Ïîýòîìó ïîäñòàíîâêà (177) îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíîé,
÷åì ïîäñòàíîâêà Êîóëà-Õîïôà, ñâîäÿùàÿ óðàâíåíèå Áþðãåðñà ê òîìó æå óðàâíåíèþ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè.

27 Òå÷åíèÿ ñàìîãðàâèòèðóþùåé ïûëè. Îáùàÿ ôîðìó-

ëèðîâêà çàäà÷è

Ðàçâèòûé ìåòîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå øèðîêîãî êðóãà çàäà÷, â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè ñàìîãðàâèòèðóþùåé ïûëè. Ìåòîä áûë ïðåäëîæåí â ðà-
áîòàõ [40, 18]. Â ýòîì ñëó÷àå ê óðàâíåíèÿì ãèäðîäèíàìèêè íåîáõîäèìî äîáàâèòü óðàâíåíèå
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Ïóàññîíà äëÿ ïîòåíöèàëà ïîëÿ òÿãîòåíèÿ, ñîçäàííîãî ñàìîé ïûëüþ. Ñàìîñîãëàñîâàííàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ut + uux = −ϕx, ρt +
1

xn
∂

∂x

(
xnuρ

)
= 0, (178)

1

xn
∂

∂x

(
xnϕx

)
= 4πGρ. (179)

Óðàâíåíèÿ (178) - óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, óðàâíåíèå (179) - óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ ïûëè ýêâèâàëåíòíî òðåáîâàíèþ ðàâåíñòâà äàâëåíèÿ íóëþ, ïîýòîìó ñèëû Àðõè-
ìåäà â äàííîé ñèñòåìå íåò. Çäåñü ϕ(x, t) - ïîòåíöèàë ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, G - ïîñòîÿííàÿ
òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà, à öåëîå ÷èñëî n = 0, 1, 2 - ñîîòâåòñòâóåò êîîðäèíàòíîé ðàçìåðíîñòè
çàäà÷è d = n + 1. Â ñëó÷àå n = 0 - ýòî çàäà÷à ñ ïëîñêîé ñèììåòðèåé, n = 1 - çàäà÷à ñ
öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, à â ñëó÷àå ñ n = 2 - ñôåðè÷åñêîé.

Ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ñèñòåìîé (178)-(179), ñîñòîèò â îïèñàíèè
ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ ïëîòíûõ êîìïàêòíûõ îáúåêòîâ èç ðàññåÿííûõ ñêîïëåíèé ïûëè
ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîãî ïîëÿ òÿãîòåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ïëîòíûõ
îáúåêòîâ èç ïûëè ïðîèñõîäèò áåç ñèëû Àðõèìåäà, òî îí ïðàêòè÷åñêè âñåãäà [30] çàêàí÷èâà-
åòñÿ îáðàçîâàíèåì ñèíãóëÿðíîñòè â ðàñïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè. Îäíèì èç âàæíûõ ïàðàìåò-
ðîâ ýòîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ îáðàçîâàíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.
Òàêæå îáðàçîâàíèå ðàçëè÷íîãî òèïà âîëí, â òîì ÷èñëå óäàðíûõ, â ïðîöåññå ôîðìèðîâàíèÿ
ïëîòíîãî îáúåêòà, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêàòü ïðè íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ïî-
ëÿ ñêîðîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ìû è âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
ïîäñòàíîâîê.

28 Çàäà÷à ñ ïëîñêîé ñèììåòðèåé

Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ n = 0. Ïîäñòàâëÿÿ (167) â (179) è çàòåì èíòåãðèðóÿ
ïî x, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

ϕx = g0(t) + 4πGθ. (180)

Çäåñü g0(t) - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî õ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ôàêòè÷åñêè óñêîðåíèå
ñèñòåìû îòñ÷åòà. Òåïåðü ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå (178), ïðåîáðà-
çóåì åãî ê ñëåäóþùåìó âèäó:

ut + uux = −4πGθ − g0(t). (181)

Ñóòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãèäðîäèíàìè÷åñêèì ìàðêåðîì îäíîìåðíîãî
ñàìîãðàâèòèðóþùåãî òå÷åíèÿ ïûëè ÿâëÿåòñÿ óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = ϕx (ïðè
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g0(t) = 0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå òî÷êè ïûëè ñîõðàíÿþò ïðè ñâîåì äâèæåíèè òó âåëè÷èíó
óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, êîòîðàÿ ñóùåñòâîâàëà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ýòîò
ðåçóëüòàò, êàæóùèéñÿ äîñòàòî÷íî ñëó÷àéíûì, ÿâëÿåòñÿ, íà ñàìîì äåëå, îáùèì ñâîéñòâîì
ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ñòðóêòóð áåç äàâëåíèÿ. Îáîáùåíèå ýòîãî âûâîäà ìû ðàññìîòðèì äà-
ëåå.

Ðåøåíèå äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì îáùåì âèäå:

u(x, t) = U(θ) + h(t)θ + v0(t). (182)

Äåéñòâóÿ íà ýòó ôóíêöèþ îïåðàòîðîì ïåðåíîñà L̂, íàõîäèì:

L̂u = θḣ+ v̇0(t).

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ (181), ïîëó÷àåì:

h(t) = −4πGt+ h0, v̇0 = −g0(t). (183)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñòðîÿòñÿ, èñõîäÿ èç ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ äëÿ ìàðêåðà:

θt +
(
U(θ) + (−4πGt+ h0)θ + v0(t)

)
θx = 0. (184)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò íåÿâíîå ðåøåíèå:

θ = H
(
x− U(θ)t+ (2πGt2 − h0t)θ − x0(t)

)
. (185)

Çäåñü H(ξ) - ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà:

ξ = x− U(θ)t+ (2πGt2 − h0t)θ − x0(t), x0(t) =

∫
v0(t)dt.

Ôóíêöèÿ H(ξ) îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàðêåðà â ïðîñòðàíñòâå:

θ(x, 0) = H
(
x− x0(0)

)
.

êîòîðîå ñâÿçàíî ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññû:

ρ(x, 0) = θx|t=0 = H ′
(
x− x0(0)

)
.

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè çàäàåòñÿ ôóíêöèåé U(θ):

u(x, 0) = U
(
θ(x, 0)

)
+ h0θ(x, 0) + v0(0).
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Çàìåòèì, ÷òî ìàññà ñðåäû, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â èíòåðâàëå êîîðäèíàò [x1, x2], îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàçíîñòüþ çíà÷åíèé ìàðêåðà:

M[x1,x2](t) =

x2∫
x1

θxdx = θ(x2, t)− θ(x1, t) (186)

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ ÿâëÿåòñÿ ïîëíàÿ ìàññà ñðåäû:

M0 = θ(∞, t)− θ(−∞, t).

Äëÿ àñòðîôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû
â ïðîñòðàíñòâå, äëÿ êîòîðûõ ïîëíàÿ ìàññà ïûëè äîëæíà îñòàâàòüñÿ êîíå÷íîé è ïîñòîÿí-
íîé âî âðåìåíè â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà [x1, x2]. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî
íåò ñàìîïðîèçâîëüíîãî ïðèòîêà èëè îòòîêà ìàññû â ñèñòåìó, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ â ñèëó
âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè ñêîðîñòè ïîòîêà íà áåñêî-
íå÷íîñòè: u(∞, t) = u(−∞, t) = 0. Îòñóòñòâèå ñðåäíåãî ïåðåìåùåíèÿ öåíòðà ìàññ âñåé
ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü óñëîâèþ:

V0 =
d

dt

∞∫
−∞

xρdx =

∞∫
−∞

xρtdx = −
∞∫

−∞

x
∂

∂x
(uρ)dx =

∞∫
−∞

u(x, t)ρdx = 0. (187)

Ðåøåíèå äëÿ θ (185) äîïóñêàåò âîçíèêíîâåíèå ñèíãóëÿðíîñòåé â ðàñïðåäåëåíèè ìàñ-
ñû çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ìîìåíò îáðàçîâàíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è â ñëó÷àå
îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà îïðîêèäûâàíèÿ ïðîñòîé âîëíû, ïåðâûì ìîìåíòîì ïîÿâëåíèÿ òî÷-
êè (x∗, t∗), â êîòîðîé ïëîòíîñòü îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü: ρ(x∗, t∗) = ∞. Ýòîò ìîìåíò
îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé θx èç îáùåãî ðåøåíèÿ (185). Èìååì:

θx = H ′(ξ)
(
1− U ′(θ)θx + (2πGt2 − h0t)θx

)
,

Îòñþäà íàõîäèì:

ρ = θx =
H ′(ξ)

1 +H ′(ξ)[U ′(θ)− (2πGt2 − h0t)]
. (188)

Ïåðâûé ìîìåíò îáðàçîâàíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ çíàìå-
íàòåëÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ â íîëü. Äëÿ èëëþñòðàöèè âûâîäîâ îáùåãî àíàëèçà ïðèâåäåì
íåñêîëüêî ïðèìåðîâ (÷àñòè÷íî ïðèâåäåííûõ â [18]).

Íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé çàäà÷å Äæèíñà, êîãäà íà÷àëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè îäíîðîäíû: ρ(x, 0) = ρ0 = const, u(x, 0) = 0. Âû-
áîð îäíîðîäíîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè, ðàâíîãî íóëþ, ëèøü ôèêñèðóåò âûáîð îïðåäåëåííîé
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ñèñòåìû îòñ÷åòà. Îäíîðîäíîå æå ðàñïðåäåëåíèå ìàññû ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íîé ñóììàð-
íîé ìàññå íà áåñêîíå÷íîì ïðîñòðàíñòâåííîì èíòåðâàëå. Ïðè òàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
èìååì:

U(θ) ≡ 0, θ(x, 0) = αx+ θ0, H(ξ) = αξ + θ0 + x0(0),

ãäå α è θ0 - âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

θ = α
(
x+ (2πGt2 − h0t)θ − x0(t)

)
+ θ0 + x0(0).

Îòñþäà íàõîäèì:

θ =
α(x− x0(t)) + x0(0) + θ0

1− 2πGt2 + h0t
.

Ýòî ðåøåíèå äåìîíñòðèðóåò êîíå÷íûé ðåçóëüòàò ýâîëþöèè îäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ïëîòíîñòè. Îñòàâàÿñü ñî âðåìåíåì îäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ïëîòíîñòü çà êîíå÷íîå
âðåìÿ t∗ = 1/

√
2πG â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà îäíîâðåìåííî îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷-

íîñòü. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âàðèàíò ïàðàäîêñà Íåéìàíà-Çåëèãåðà
[44] äëÿ ïëîñêî-ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèè.

Áîëåå ôèçè÷åñêè çíà÷èìûé ïðèìåð ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ñëåäóþùåå íà÷àëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè òèïà ðàñïðåäåëåíèÿ Ëîðåíöà:

ρ(x, 0) =
ρ0

1 + x2/a2
, (189)

ãäå a = const - ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé øèðèíó íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ëîðåíöà.
Ìàññà òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîíå÷íà:

M0 = ρ0

∞∫
−∞

dx

1 + x2/a2
= πρ0a.

Ôóíêöèÿ H(ξ) ïðè òàêîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè èìååò òàêîé âèä:

θ(x, 0) = H(x− x0(0)) =

x∫
0

ρ(y, 0)dy = ρ0a arctg(x/a).

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè âûáåðåì, êàê è â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, îäíîðîäíûì ñ
íóëåâûì çíà÷åíèåì âî âñåì ïðîñòðàíñòâå. Â ñèëó ýòîãî U(θ) = 0. Ðåøåíèå äëÿ θ òåïåðü
íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ:

θ = ρ0a arctg
(
x/a+ 2πGt2θ/a

)
.
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a b

Ðèñ. 1: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè (a) è ñêîðîñòè ïîòîêà (b) äëÿ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé (189),
0 - t = 0, 9 - t = 0.9 (ñ øàãîì ∆t = 0.1)

Çäåñü ïîëàãàëîñü x0(t) = 0 è h0 = 0. Ïîñëå îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ θ, ðåøåíèÿ äëÿ rho(x, t)
è u(x, t) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé:

ρ(x, t) =
ρ0

1 +
(
x+ 2πGt2θ

)
/a2 − ρ02πGt2

,

u(x, t) = −tθ(x, t) = −tρ0a · arctg
(
x/a+ 2πGt2θ/a

)
.

Ãðàôèêè ýâîëþöèè ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè äëÿ ñëó÷àÿ íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñêîðîñòè: u(x, 0) = 0, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1(a,b).

Åùå îäèí ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ ïëîñêîé ñèììåòðèåé äëÿ u(x, 0) =
0 ïðèâåäåíû íà ðèñ. (2)(a,b). Ýòîò ïðèìåð ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïëîò-
íîñòè â âèäå äâóõ ëîêàëüíûõ ôëóêòóàöèé:

ρ(x, 0) =
ρ0

1 + (x− b)2/a2
+

ρ0
1 + (x+ b)2/a2

, u(x, 0) = 0 (190)

äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ: a = 1, b = 3, ρ0π = 1. Ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå
äëÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàðêåðà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

θ(x, 0) = H(x− x0(0)) = ρ0a
(
arctg((x− b)/a) + arctg((x+ b)/a)

)
.
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a b

Ðèñ. 2: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè (a) è ñêîðîñòè ïîòîêà (b) äëÿ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé (190),
0 - t = 0, 11 - t = 1.1 (ñ øàãîì ∆t = 0.1)

Ãðàôèêè äåìîíñòðèðóþò ñáëèæåíèå íà èçîáðàæåííîì íà÷àëüíîì îòðåçêå âðåìåíè äâóõ
ôëóêòóàöèé çà ñ÷åò èõ ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ. Ïðè ýòîì â ìàêñèìóìå êàæäîé èç
ôëóêòóàöèé ôîðìèðóþòñÿ ñèíãóëÿðíîñòè (â êîíöå èçîáðàæåííîãî îòðåçêà âðåìåíè), âîç-
íèêàþùèå äî ìîìåíòà èõ ñëèÿíèÿ.

Âàðèàíò íà÷àëüíîé ýâîëþöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè:

u(x, 0) = −8θ0(x)(θ
2
0(x)− π/2) (191)

è íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè (189). Òàêîé âûáîð íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñêî-
ðîñòè ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó ôóíêöèè U(θ) = −θ(θ2 − π/2). Íà ðèñ. 3(a,b) ïðèâåäåíû ãðà-
ôèêè ýâîëþöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè, à íà 3(ñ) ñêîðîñòè äëÿ óêàçàííûõ íà÷àëüíûõ
ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè. Ðèñóíîê 3(b) ïðåäñòàâëÿåò óâåëè÷åííîå èçîáðàæå-
íèè ãðàôèêîâ íà 3(a) äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ôîðìèðîâàíèè óäàðíîé âîëíû
ïëîòíîñòè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò, ãäå íàõîäèòñÿ ìàêñè-
ìóì ïëîòíîñòè, èìåþòñÿ ìàêñèìóìû ïîëÿ ñêîðîñòè ñ íàïðàâëåíèåì îò íà÷àëà êîîðäèíàò.
Íà èçîáðàæåííîì íà÷àëüíîì îòðåçêå âðåìåíè ìàññà óíîñèòñÿ ïîòîêîì îò ìàêñèìóìà ïëîò-
íîñòè, òàê ÷òî çíà÷åíèå ïëîòíîñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò óáûâàåò. Ïðè ýòîì íà íåêîòîðîì
ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò ôîðìèðóþòñÿ äâå óäàðíûõ âîëíû. Ïðè äàëüíåéøåé ýâî-
ëþöèè (çà ïðåäåëàìè èçîáðàæåííîãî îòðåçêà âðåìåíè) óäàðíûå âîëíû îñòàíàâëèâàþòñÿ,
à çàòåì íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ ñèììåòðè÷íî ê íà÷àëó êîîðäèíàò, òàê ÷òî ÷åðåç êîíå÷íûé
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îòðåçîê âðåìåíè â öåíòðå ôîðìèðóåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ñèíãóëÿðíîñòü.

29 Êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè

29.1 Îäíîðîäíûé ïîòîê Õàááëà

Ñðåäè èíòåãðèðóåìûõ ñ ïîìîùüþ ðàçâèòîãî ìåòîäà ìîäåëåé, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à
î êîñìîëîãè÷åñêîì ðàñøèðåíèè â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî-ïëîñêîé Âñåëåííîé â ðàìêàõ
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè [46, 47]. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ ðàññìîòðèì
â ñôåðè÷åñêîì ñëó÷àå ïîäñòàíîâêó äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ñëåäóþùåãî âèäà:

u(x, t) = H(t)x, (192)

ãäå H(t) - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè. Ñîîòíîøåíèå (192) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí Õàá-
áëà êîñìîëîãè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ [44, 31, 47], â êîòîðîì ôóíêöèÿ H(t) íàçûâàåòñÿ ïàðà-
ìåòðîì Õàááëà. Âû÷èñëÿÿ äåéñòâèå îïåðàòîðà L̂ íà u(x, t), íàõîäèì:

L̂u = ut + uux = Ḣx+H(t)u = (Ḣ +H2)x. (193)

Èñïîëüçóÿ (192), äëÿ ôóíêöèè ìàðêåðà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

θt +H(t)xθx = 0. (194)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé îáùèé âèä:

θ = T
(
x/a(t)

)
, (195)

ãäå T (ξ) - ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, a(t) - ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ â êîñ-
ìîëîãèè ìàñøòàáíûì ôàêòîðîì:

H(t) = ȧ/a.

Îòñþäà íàõîäèì ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ñðåäû â ïðîñòðàíñòâå:

ρ =
1

x2
θx =

1

x2a(t)
T ′(x/a). (196)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ϕx = 4πG
1

x2
T (x/a) (197)
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a b

c

Ðèñ. 3: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè (a,b) è ñêîðîñòè ïîòîêà (c) äëÿ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
(191), 0 - t = 0, 15 - t = 1.5 (ñ øàãîì ∆t = 0.1)
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàëî ñ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (193), äî-
ñòàòî÷íî âûáðàòü ôóíêöèþ T (x/a) â ñëåäóþùåì âèäå:

T (ξ) = αξ3.

Â ðåçóëüòàòå:

ut + uux = (Ḣ +H2)x = −4πG
x

a3
α.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà:

Ḣ +H2 = −4πGα

a3
. (198)

Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå â ýòîì ñëó÷àå îäíîðîäíî è èìååò âèä:

ρ =
3α

a3(t)
. (199)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïîñòîÿííàÿ 4πα ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàññó ìàòåðèè âíóòðè ñôåðû ðà-
äèóñà a(t), êîòîðàÿ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé â ïðîöåññå ðàñøèðåíèÿ (H > 0) èëè ñæàòèÿ H < 0
ïûëè.

Óðàâíåíèå (198) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñòàíäàðòíîé ôîðìå îòíîñèòåëüíî ìàñøòàáíîãî
ôàêòîðà:

ä = −4πGα

a2
, (200)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé ìîäåëè êîñìîëîãè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ [31]. Ýòî óðàâíåíèå
èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ. Èìåííî, ïåðâûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ äëÿ (200) èìååò òàêîé
âèä:

ȧ2

2
= E +

4πGα

a
, (201)

Çäåñü E - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå, ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
íåÿâíîé ôóíêöèè:

4
√
E
√
a(2Ea+ µ) + ln(4

√
E)−

√
2µ ln

(
4
√
2Ea+

√
2µ+ 4

√
E
√
a(2Ea+ µ)

)
=

= 8E3/2(t− T ), (202)

ãäå T - âòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, à µ = 8πGα. Ïîñòðîåííîå ðåøåíèå, ïî ñâîåé
ñóòè, ýêâèâàëåíòíî êëàññè÷åñêèì ðåøåíèÿì, ðàññìîòðåííûì â [46, 47], íî ñ òåì îòëè÷èåì,
÷òî îíî ñôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ ãèäðîäèíàìèêè, à íå â òåðìèíàõ äèíàìèêè ñôåðû
êîíå÷íîãî ðàäèóñà. Ýòî äàåò ïðåèìóùåñòâà ïî îòíîøåíèþ ê âîçìîæíîñòè ñôîðìóëèðîâàòü
è ðåøèòü äàííóþ çàäà÷ó â áîëåå îáùåì âèäå.
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29.2 Íåîäíîðîäíûé ïîòîê Õàááëà

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáîáùåíèå çàäà÷è Õàááëà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïàðàìåòð Õàááëà ìîæåò
çàâèñåòü îò òî÷êè ñðåäû, ò.å äëÿ êàæäîé îòäåëüíîé ãàëàêòèêè îí ìîæåò èìåòü â òåêóùèé
ìîìåíò âðåìåíè ñâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ìîìåíò íà÷àëüíîãî êîñìî-
ëîãè÷åñêîãî �âçðûâà� êàæäàÿ èç ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (ïî ñóòè - ãàëàêòèê) ìîãëà ïîëó÷èòü
ñâîé ñîáñòâåííûé èìïóëüñ â çàâèñèìîñòè, íàïðèìåð, îò åå ìàññû. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïðàâäîïîäîáíûì, ÷åì ïðåäïîëîæåíèå äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî ïîòî-
êà Õàááëà, â êîòîðîì íà÷àëüíûå ñêîðîñòè îïðåäåëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ðàññòîÿíèåì îò
öåíòðà �âçðûâà� ñðàçó ïîñëå âûõîäà Âñåëåííîé èç êîñìîëîãè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè.

Äëÿ ðåàëèçàöèè òàêîé èäåè âìåñòî (192) ðàññìîòðèì ïîòîê ñëåäóþùåãî âèäà:

u(x, t) = H(t, θ)x, (203)

ãäå H(t, θ) - ïàðàìåòð Õàááëà, çàâèñÿùèé îò çíà÷åíèÿ ìàðêåðà θ íåîïðåäåëåííûì ïîêà
ñïîñîáîì. Âû÷èñëÿÿ äåéñòâèå îïåðàòîðà L̂ íà u(x, t), íàõîäèì:

L̂u = ut + uux = Ḣx+H(t, θ)u =
(
Ḣ +H2

)
x, (204)

çäåñü è äàëåå Ḣ - ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî t. Èñïîëüçóÿ (203), äëÿ ìàðêåðà ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

θt +H(t, θ)xθx = 0. (205)

Ýòî óðàâíåíèå, êàê è ðàíüøå, ïðåîáðàçóåòñÿ ê óðàâíåíèþ Õîïôà è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî
îáùåå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

θ = Θ(χ), χ =
x

A(t, θ)
, (206)

ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé Θ(χ)

A(t, θ) = A0(θ) exp

∫
C

H(t, θ)dt

 , (207)

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî âðåìåíè t âäîëü õàðàêòåðèñòèê C, íà êîòîðûõ θ ïîñòîÿííî, à
A0(θ) - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî t.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåîäíîðîäíûé ïîòîê Õàááëà ñîîòâåòñòâîâàë ïîòåíöèàëó ïîëÿ òÿãîòå-
íèÿ, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå:

ϕx =
4πG

x2
θ(x, t) = −

(
Ḣ +H2

)
x. (208)
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Êàê è â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ïîòîêà Õàááëà äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå ðàçðåøàëîñü,
äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíóþ ïîêà ôóíêöèþ Θ(χ) âûáðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Θ = αχ3.

Â ðåçóëüòàòå, äëÿ ôóíêöèè H(t, θ) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

Ḣ +H2 = −4πGα

A3
. (209)

Ïîñêîëüêó â ýòî óðàâíåíèå ôóíêöèÿ θ íå âõîäèò ÿâíî, òî ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðåøàòü
òàêæå, êàê è â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ïîòîêà, íî ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ïðè
ýòîì ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè θ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå äëÿ A(t, θ) áóäåò
èìåòü òîò æå âèä, ÷òî è (202), íî ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî â íåì ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûå
E è T ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè θ: E = E(θ) è T = T (θ).

Â îòëè÷èå îò îäíîðîäíîãî ïîòîêà, òåïåðü ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ìàòåðèè (ãàëàê-
òèê) â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè áóäåò íåîäíîðîäíûì è åãî ñëåäóåò âû÷èñëÿòü, èñõîäÿ èç
óðàâíåíèÿ:

ρ =
θx
x2

=
3αA

A4 + 3αx3Aθ
, Aθ =

∂A(t, θ)

∂θ
. (210)

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò îò âûáðàííîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ A(t, θ) óðàâíåíèÿ (209) îò
θ. Â ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò ïîäñòàâëÿòü ðåøåíèå èç (202) ñ çàäàííûìè èç íà÷àëüíûõ
óñëîâèé çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé E(θ) è T (θ). Ñìûñë ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî çàêîíà Õàááëà â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî êàæäîé
îòäåëüíîé ãàëàêòèêå ïðèïèñàòü îïðåäåëåííóþ ñêîðîñòü êîñìîëîãè÷åñêîãî �ðàçáåãàíèÿ�
îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïîñòðîèòü ìîäåëü òîãî, êàê Âñåëåííàÿ
áóäåò ðàñøèðÿòüñÿ äàëåå.

Ïîëíûé àíàëèç âîçìîæíûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ (210), âûõî-
äèò çà ðàìêè äàííîé ëåêöèè. Ñäåëàåì ëèøü íåêîòîðûå îáùèå çàìå÷àíèÿ, âûòåêàþùèå
èç îáùèõ ñâîéñòâ ôóíêöèè ρ. Åñëè A(t, θ), êàê ôóíêöèÿ x, îãðàíè÷åíà ïðè x → ∞, òî
â ýòîì ïðåäåëå ïëîòíîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü íà áîëüøèõ
ìàñøòàáàõ ìîæåò áûòü íóëåâîé, ò.å. ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèè â òàêîé ìîäåëè íîñèò îñòðîâ-
íîé õàðàêòåð. Ïëîòíîñòü æå íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò íàáëþäàòåëÿ, êîãäà x ≃ 0, áóäåò,
ïðèìåðíî, òàêîé æå, ÷òî è â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ïîòîêà Õàááëà.

30 Çàðÿäîâûå âîëíû â âàêóóìå

Çàäà÷à î òîêå â äèîäå, âîçíèêàþùåì ïîä äåéñòâèåì ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ íà ýëåêòðî-
äàõ (ìåæäó àíîäîì è êàòîäîì), ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé òåîðèè âîëí çàðÿäîâîé
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ïëîòíîñòè è ýëåêòðîííûõ ïó÷êîâ [48, 1]. Ýòà çàäà÷à âîçíèêëà ïðè îïèñàíèè òîêà â âà-
êóóìíûõ ýëåêòðîííî-ëó÷åâûõ ïðèáîðàõ, íàïðèìåð, ëàìïàõ, íî èìååò ãîðàçäî áîëüøóþ
îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé, ñâÿçàííîé ñ îïèñàíèåì òîêà â äèîäå, ÿâëÿ-
åòñÿ ó÷åò âëèÿíèÿ ðàñïðåäåëåííîãî çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ìåæäó ýëåêòðîäàìè. Íàëè÷èå
îáëàñòåé ñ ìàêñèìóìîì êîíöåíòðàöèè ðàñïðåäåëåííîãî çàðÿäà â îáëàñòè äâèæåíèÿ çàðÿ-
æåííûõ ÷àñòèö íàçûâàþò ÷àñòî âèðòóàëüíûì êàòîäîì. Ïîÿâëåíèå âèðòóàëüíîãî êàòîäà
îãðàíè÷èâàåò òîê â äèîäå (ïðåäåë ×àéëäà-Ëåíãìþðà), ÷òî ïðèâîäèò ê ñïåöèôè÷åñêîìó
èçìåíåíèþ âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè äèîäà. Îäíèì èç ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ ÿâëåíèé,
ïðîèñõîäÿùèõ â òàêèõ ïðèáîðàõ, ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìî-
äåëè äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ âî âíåøíåì è ñîáñòâåííîì ýëåêòðè-
÷åñêîì ïîëå [5, 28]. Äëÿ àíàëèçà âñåõ îñîáåííîñòåé ÿâëåíèé îáðàçîâàíèÿ âèðòóàëüíîãî
êàòîäà æåëàòåëüíî èìåòü òî÷íûå ðåøåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ïðîàíàëè-
çèðîâàíà â íàñòîÿùåå âðåìÿ ëèøü â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå [5, 28]. Â äàííîì èññëåäîâàíèè
äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äèíàìèêè âîëí çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè â äèîäå èñïîëüçó-
åòñÿ ìåòîä ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîäñòàíîâîê, èçëîæåííûé â ðàáîòå [40] è èñïîëüçîâàííûé
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î äèíàìèêå ñàìîãðàâèòèðóþùåé ïûëåâîé ñðåäû [17]. Ýòîò ìåòîä âîñ-
õîäèò ê òåîðèè îáîáùåííûõ ïîäñòàíîâîê Êîóëà-Õîïôà [11, 16, 17] è ìîäèôèöèðîâàí ñïå-
öèàëüíî äëÿ ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ñòðîÿòñÿ òî÷íûå ðåøåíèÿ îáùåãî âèäà â çàäà÷å î âîëíàõ çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè â
âàêóóìíîì äèîäå è íà íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ïðèìåðàõ àíàëèçèðóþòñÿ îñíîâíûå âûâîäû èç
ýòîé òåîðèè.

30.1 Ïîòîê çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â âàêóóìå

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ìîäåëü äèîäà, â êîòîðîì ïîä äåéñòâèåì ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ
ϕ1 íà äâóõ îãðàíè÷èâàþùèõ ýëåêòðîäàõ ñóùåñòâóåò òîê ñ ïëîòíîñòüþ j = qnv, ãäå n(x, t)
� êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö, èìåþùèõ çàðÿä q è ìàññó m, òàê ÷òî ρe = qn(x, t) - ïëîòíîñòü
çàðÿäà, à ρm = mn(x, t) - ïëîòíîñòü ìàññû. Âåëè÷èíà v(x, t) - ñêîðîñòü ÷àñòèö. Ïîòåíöèàë
ϕ = ϕ(x, t) ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî ìåæäó ýëåêòðîäàìè îò çíà÷åíèÿ ϕ(0, t) = 0 íà îäíîì
ýëåêòðîäå äî çíà÷åíèÿ ϕ(d, t) = ϕ1(t) íà äðóãîì. Âåëè÷èíà d - ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåê-
òðîäàìè. Ñèñòåìó óðàâíåíèé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó âîçíèêàþùåãî òîêîïåðåíîñà,
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òðåõ óðàâíåíèé (ñì. [5]):

nt +
(
nv
)
x
= 0, (211)

vt + vvx = − q

m
ϕx, (212)

ϕxx = −4πqn. (213)
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Ïåðâîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà, âòîðîå � óðàâíåíèå Ýéëå-
ðà òå÷åíèÿ èäåàëüíîé çàðÿæåííîé æèäêîñòè, òðåòüå � óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ ïîòåíöèà-
ëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàííîãî ðàñïðåäåëåííûì â ïðîñòðàíñòâå çàðÿäîì. Ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ òîêà â îáëàñòè ïåðåíîñà èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

ϕ(0, t) = 0, ϕ(d, t) = ϕ1(t),

v(0, t) = v0(t), n(0, t) = n0(t).

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñëåäóåò çàäàâàòü íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
ïëîòíîñòè çàðÿäà n(x, 0) = N0(x) è ñêîðîñòè v(x, 0) = U0(x).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé (211)-(213) âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
ïîäñòàíîâîê, îïèðàÿñü íà óðàâíåíèå ïåðåíîñà ìàðêåðà (165), à òàêæå íà ñëåäñòâèÿ èç íåãî.
Êàê è â ñëó÷àå ñàìîãðàâèòèðóþùåé ïûëè, ñëåäóþùèé øàã ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñîñòîèò
â èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (213). Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó n = θx è èíòåãðèðóÿ
(213), íàõîäèì:

ϕx = −4πqθ − e0(t), (214)

ãäå e0(t) � ôóíêöèÿ t, ñâÿçàííàÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíî-
øåíèå, äëÿ ñêîðîñòè ïîòîêà v ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

vt + vvx = γθ + g0(t). (215)

Çäåñü γ = 4πq2/m è g0(t) = (q/m)e0(t). Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå äëÿ v â âèäå:

v(x, t) = V (θ) + γtθ + u0(t). (216)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â ëåâóþ ÷àñòü (215) è ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ôóíêöèÿ θ ïî îïðå-
äåëåíèþ ñâÿçàíà ñ v ñîîòíîøåíèåì (165), ïîëó÷àåì:

vt + vvx = (V ′(θ) + γt)
(
θt + vθx

)
+ γθ + u̇0 = γθ + u̇0.

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (215) îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî ïðè óñëîâèè g0(t) = u̇0. Èñïîëüçóÿ
òåïåðü ñâÿçü (165), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè θ:

θt +
(
V (θ) + γtθ + u0(t)

)
θx = 0. (217)

30.2 Àíàëèç ðåøåíèé

Óðàâíåíèå (217) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàíò ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Õîïôà, îáùèé
èíòåãðàë êîòîðîãî çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

h
(
θ, x− V (θ)t− γt2θ/2− x0(t)

)
= 0, (218)
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ãäå h(ξ, η) � ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ ξ = θ(x, t) è
η = x − V (θ)t − γt2θ/2 − x0(t), ẋ0(t) = u0(t). Äèôôåðåíöèðóÿ (218) ïî x è t, ïðèõîäèì ê
äâóì óðàâíåíèÿì:

hξθx + hη

(
1− V ′(θ)θx − γt2θx/2

)
= 0,

hξθt + hη

(
− V ′(θ)θt − γt2θt/2− V (θ)− γtθ − ẋ0

)
= 0.

Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ óðàâíåíèé íåîáðàùàþùèåñÿ òîæäåñòâåííî â íîëü ïðîèçâîäíûå hξ è
hη, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (217) è óñëîâèþ ẋ0(t) = u0(t). Ôóíêöèþ x0(t) áóäåì íàçûâàòü
ñìåùåíèåì ïîòîêà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.

Óðàâíåíèå (218) áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

θ = H
(
x− V (θ)t− γt2θ/2− x0(t)

)
. (219)

Âèä ôóíêöèè H(η) çàäàåòñÿ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ôóíêöèè θ:

θ(x, 0) = H(x− x0(0)),

÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö:

n(x, 0) = θx|t=0 =
∂

∂x
H(x− x0(0)).

Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè îïðåäåëÿåò âèä ôóíêöèè V (θ), èñõîäÿ èç
ñîîòíîøåíèÿ:

v(x, 0) = V
(
θ(x, 0)

)
+ ẋ0(0).

Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì
ïëîòíîñòè çàðÿäà:

ϕ(x, 0) = −4πq

x∫
0

θ(x, 0)dx− m

q
ẍ0(0)x+ ϕ0(0). (220)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (çàäà÷à
Êîøè).
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30.3 Ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è

Âû÷èñëèì òåïåðü çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöàõ îáëàñòè, ò.å. â òî÷êàõ x = 0 è x = d.
Èìååì:

ϕ(0, t) = 0 = ϕ0(t),

ϕ(d, t) = −4πq

d∫
0

θ(x, t)dx− m

q
ẍ0(t)d = ϕ1(t).

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ íàõîäèì:

ẍ0(t) = − q

md
ϕ1(t)−

γ

d

d∫
0

θ(x, t)dx. (221)

è, â êîíå÷íîì èòîãå, ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò òîê â òî÷êå x = d:

j1(t) = qn(d, t)v(d, t) =

= qθx(d, t)
(
V (θ(d, t)) + γtθ(d, t) + ẋ0(t)

)
.

Çàâèñèìîñòü j1 = j1(ϕ1) îïðåäåëÿåò âèä âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè äèîäà, ÷òî ÿâëÿ-
åòñÿ íàèáîëåå âàæíûì ïðèëîæåíèåì ìîäåëè, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè (211)-(213).

Äëÿ àíàëèçà óðàâíåíèÿ (221) íåîáõîäèìî èìåòü îáùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ èíòåãðàëà â
åãî ïðàâîé ÷àñòè. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ óïðîùàþùèõ
óñëîâèé. Â êà÷åñòâå òàêîãî óñëîâèÿ ðàññìîòðèì òðåáîâàíèå, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âñå
çàðÿæåííûå ÷àñòèöû îáëàäàþò âî âñåì ïðîñòðàíñòâå îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, ò.å.

v0(x, 0) = W0 = const.

Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò: V (θ) = 0. Òîãäà íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè θ, îïðåäåëÿ-
åìîå ïëîòíîñòüþ çàðÿäà, çàäàåòñÿ îäíîé ôóíêöèåé θ(x, 0) = H(x − x0(0)). Â ýòîì ñëó÷àå
óäîáíî èíòåãðàë äâèæåíèÿ (219) ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

x− x0(t)− γt2θ/2 = F (θ),

ãäå F (θ) � ôóíêöèÿ îáðàòíàÿ H(η). Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî x, ïîñëå íåñëîæ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì:

n = θx =
1

F ′(θ) + γt2/2
. (222)
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Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðîâ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìå íå ïðîèñõîäèò îïðîêèäûâàíèÿ ôðîíòà âîëíû çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè.
Ìîìåíò îïðîêèäûâàíèÿ t∗ è êîîðäèíàòà x∗ âîçíèêíîâåíèÿ ðàçðûâà ôðîíòà îïðåäåëÿþòñÿ
êàê ïåðâûé ìîìåíò âðåìåíè è êîîðäèíàòà, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå â íîëü çíà-
ìåíàòåëÿ ñîîòíîøåíèÿ (222). Åñëè F ′(θ) > 0 ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ θ, òî îïðîêèäûâàíèÿ
ôðîíòà íå âîçíèêàåò. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ âñþäó íåîòðèöàòåëü-
íîé ôóíêöèåé, íàõîäèì, ÷òî çíàìåíàòåëü â (222) òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì è, ñëå-
äîâàòåëüíî: F ′(θ(x, t)) ≥ −γt2∗/2. Âîçíèêíîâåíèå æå ìíîãîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ îáÿçàòåëüíî
ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì çíàêà çíàìåíàòåëÿ â (222), ÷òî íå èìååò â ðàìêàõ äàííîé çàäà÷è
ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.

Èñïîëüçóÿ òåïåðü ðåøåíèå (222), ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ èí-
òåãðàëà:

d∫
0

θ(x, t)dx =

d∫
0

(F ′(θ) + γt2/2)θ(x, t)θxdx =

=

θ(d,t)∫
θ(0,t)

(F ′(θ) + γt2/2)θ(x, t)dθ =

= Q(θ(d, t))−Q(θ(0, t)) + γt2
(
θ2(d, 0)− θ2(0, t)

)
/4.

Çäåñü Q(θ) =
∫
F ′(θ)θdθ = F (θ)θ −

∫
F (θ)dθ. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äëÿ x0(t) òåïåðü

ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

ẍ0(t) = − q

md
ϕ1(t)− (223)

−γ
d

[
Q(θ(d, t))−Q(θ(0, t)) + t2

γ

4

(
θ2(d, t)− θ2(0, t)

)]
.
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