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ОБ ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ИНТЕГРИРУЕМОЙ  
МОДЕЛИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ВОЛН1  

2 
Аннотация.  
Актуальность и цели. В работе метод функциональных подстановок при-

меняется к матричной системе первого порядка и выводятся соответствующие 
уравнения волновой динамики. Целью работы является вывод и анализ новой 
интегрируемой системы взаимодействия волн типа Бюргерса.  

Материалы и методы. Основным методом, который используется в рабо-
те, является метод функциональных подстановок в матричной форме. Общий 
вид матричных уравнений представлен для произвольной конечной матричной 
размерности. Детальный анализ уравнений в покомпонентной форме пред-
ставлен для размерности матриц 2×2. 

Результаты. Получена новая интегрируемая система взаимодействия 
волн. Для размерности 2×2 выписаны уравнения в покомпонентной форме. 
Построена редуцированная система, подобная системе трехволнового взаимо-
действия. Найден общий вид точных решений для редуцированной системы. 
Приведены конкретные примеры вещественных несингулярных решений. 

Выводы. С помощью метода функциональных подстановок найдена новая 
интегрируемая система взаимодействия волн, полезная для практического ис-
пользования в прикладных задачах. 

Ключевые слова: метод функциональных подстановок, интегрируемые 
матричные уравнения, взаимодействие волн. 
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ON ONE NONLINEAR INTEGRABLE  
MODEL OF WAVE INTERACTION 

 
Abstract.  
Background. In this work, the functional method is applied to a first-order 

matrix system and the corresponding equations of wave dynamics are derived. The 
aim of the work is the conclusion and analysis of a new integrable Burgers-type 
wave interaction system. 

Materials and methods. The main method used in this work is the method of 
functional permutations in matrix form. The general form of matrix equations is 
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presented for an arbitrary finite matrix dimension. A detailed analysis of the equa-
tions in an exploded form is presented for the dimension of 2×2 matrices. 

Results. A new integrable system of wave interaction is obtained. For dimension 
2×2, the equations are written in component form. A reduced system is constructed, 
like a three-wave interaction system. The general form of exact solutions for the 
reduced system is found. Concrete examples of real non-singular solutions are 
given. 

Conclusions. Using the method of functional substitutions, a new integrable system 
of wave interaction was found, which is useful for practical use in applied problems. 

Keywords: functional permutation method, integrable matrix equations, wave 
interaction. 

Введение 
В статьях [1, 2] был разработан метод функциональных подстановок 

(МФП), который позволяет строить нелинейные интегрирумые модели вол-
новой динамики, полезные в целом ряде прикладных задач. Общее описание 
метода вместе с рядом примеров приведены в работе [5]. Матричный вариант 
МФП позволил (см. [3–5]) получить ряд полезных и нетривиальных моделей, 
подобных известным моделям типа нелинейного уравнения Шредингера 
(НУШ). В частности, в [4, 5] был развит метод многофункциональных под-
становок, включающий в себя (как частный случай) и классический метод 
обратной задачи (МОЗ) [6, 7]. В настоящей работе приводится пример при-
менения матричного варианта МФП к задачам волновой динамики, который 
частично был приведен в [5]. Приведенный пример может быть рассмотрен с 
двух точек зрения. Это теория неоднородных магнетиков [8] и теория взаи-
модействия волн, имеющая различные приложения. Также полностью приво-
дится процедура вывода уравнений модели как в форме, близкой к уравнени-
ям Ландау – Лифшица [8], которые используются в теории магнетиков, так и 
в форме уравнений, подобных теории трехволнового взаимодействия. Произ-
водится редукция уравнений системы к моделям, которые легче интерпрети-
ровать с точки зрения прикладных задач. Также приводятся решения вспомо-
гательного матричного уравнения, которые позволяют строить различные ва-
рианты нелинейных моделей. 

1. Метод матричных функциональных подстановок 
Матричный вариант МФП [1–5] в размерности 1+1 строится на основе 

двух исходных соотношений, называемых базовыми, для одной вспомога-
тельной матричной функции ˆ( , )T x t  произвольной матричной размерности 
n n×  с элементами, зависящими от двух независимых переменных x  и t . Ба-
зовые соотношения могут иметь несколько различных форм [1, 2, 5]. Выбор 
той или иной формы определяется в первую очередь тем, как эти базовые со-
отношения связывают вспомогательную функцию ˆ( , )T x t  с набором базовых 
функциональных параметров и вспомгательными уравнениями, которые,  
в конечном счете, и определяют форму искомых нелинейных уравнений. 
Простейшей формой базовых соотношений являются соотношения первого 
порядка следующего вида:  

 ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,ˆx tT AT T BT= =  (1) 
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где ˆ( , )A x t  и ˆ( , )B x t  – комплексные матричные функции той же размерности 
n n× , которые называются коэффициентами базовых соотношений. Если 
функция ˆ( , )T x t  задана, то функциональные параметры ˆ( , )A x t  и ˆ( , )B x t  одно-
значно выражаются через саму функцию T̂  и ее производные:  

 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .ˆx tA T T B T T− −= =  (2) 

Эти соотношения представляют собой обобщенные дифференциальные 
подстановки и, в частном случае [2], совпадают с подстановкой Коула – Хопфа. 
С другой стороны, требование, что функция ˆ( , )T x t  одновременно обращает в 
тождество два уравнения (1), накладывает на функции ˆ( , )A x t  и ˆ( , )B x t  огра-
ничение, которое можно выразить в форме одного матричного уравнения:  

 ˆ ˆ[ , ] 0,ˆ ˆt xA B A B− + =  (3) 

совпадающего по форме с уравнением Захарова – Шабата в теории МОЗ [6], 
но имеющего несколько иной смысл, поскольку не содержит в явном виде 
спектрального параметра. 

При выполнении (3) все производные функции T̂  можно выразить че-
рез саму функцию T̂ :  

[ , ] [ , ]ˆˆ ,ˆ ˆ
n k

n k n k
n kT T A T

x t

+∂= =
∂ ∂

 

где матричные функции [ , ]ˆ n kA  могут быть вычислены рекуррентно по фор-
мулам:  

 [ , ][ 1, ] [ , ] [ , ] [ , 1] [ , ]ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0,1ˆ ˆ ˆ ,ˆ n kn k n k n k n k n k
x tA A A A A A A B k+ += + = + = … ,  (4) 

с начальными условиями:  
[1,0] [0,1],  ˆ ˆ .ˆ ˆA A A B= =  

К базовой системе (1) можно добавить произвольное интегрируемое 
уравнение для T̂ . В качестве такого интегрируемого уравнения проще всего 
использовать линейное уравнение с постоянными коэффициентами ,ˆ

n kC  ко-
нечного порядка L :  

 [ , ]
,

0 0
0ˆ .ˆ

L L
n k

n k
k k n

C T
= + =

=    (5) 

Эти уравнения, называемые в дальнейшем вспомогательными, в итоге 
с помощью соотношений (2) и (4) после исключения из них всех производ-
ных функции T̂  и ее самой превращаются в нелинейные уравнения, относи-
тельно элементов матричных функций ˆ ˆ,A B :  

 [ , ]
, 00

0 1
0.ˆ ˆ ˆ

L L
n k

n k
k k n

C A C
= + =

+ =    (6) 
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Вспомогательное уравнение в форме (6) вместе с уравнением (3) и си-
стемой равенств (4) образуют замкнутую систему относительно элементов 
двух функций ˆ ˆ,A B . 

2. Матричные модели первого порядка  

Рассмотрим вспомогательное уравнение для T̂  следующего вида:  

 ( , ) ( ,ˆˆ ˆ ˆ ) ,ˆt xT H x t T Q x t T= +   (7) 

где ˆ ( , )H x t  и ˆ ( , )Q x t  – некоторые заданные матрицы координат и времени. 
Используя базовые соотношения (1), получаем из этого уравнения следствие 
в виде уравнения связи:  

 ˆ ˆ.ˆ ˆB HA Q= +   (8) 

Подставляя это соотношение в уравнение связи (3), находим:  

 ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ [ ]ˆ, .tA HA Q A HA Q
x

∂= + − +
∂

  (9) 

Это уравнение полезно преобразовать к следующему виду:  

[ , ] [ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ , ] 0.ˆt x x xA HA A H A A Q H A Q− + + − − =  

Такое уравнение является нелинейным уравнением первого порядка 
относительно матрицы Â  с квадратичной нелинейностью и произвольными 
матрицами Ĥ  и Q̂  как функциями x  и t . В частном случае:  

( ), ˆ ( )ˆˆ ˆH H t Q Q t= = , 

уравнение (9) упрощается и принимает такой вид:  

 ˆ ˆ[ , ] [ , ] 0.ˆ ˆ ˆˆ ˆt xA HA A H A A Q− + + =   (10) 

 Это уравнение имеет квадратичную нелинейность и может иметь не-
сколько интерпретаций в зависимости от выбора его коэффициентов Ĥ  и Q̂ , 
а также матричной размерности. Далее мы будем рассматривать уравнения, 
соответствующие матричной размерности 2 с матрицами Ĥ  и Q̂ , зависящи-
ми только от t , или постоянными матрицами. 

3. Уравнение типа Ландау – Лифшица 
В качестве основного примера рассмотрим уравнение (10) в матричной 

размерности 2 2×  для выбора его матричных коэффициентов в следующем 
виде (см. приложение):  

 0 0 0( ) ( , ), ( , ) ( ,ˆˆ .ˆ ˆˆ )ˆH p t Q q x t= σ + = σ +H s Q s   (11) 

Здесь введены трехмерные векторы:  

1 2 3 1 2 3( ( ), ( ), ( )),   ( ( ), ( ), ( )).H t H t H t Q t Q t Q t= =H Q  
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Используя соотношения (32) (см. приложение), можно записать:  

0 0, 0,(( , ) ) ( ,[ ]) ( , ) (ˆˆ ˆ ˆˆ , )ˆ ,x x x x xHA pa i s a p= σ + + × + +H a H a H s a s  

 [ , ] 2 ( ,[ ,ˆ )ˆ ˆ ]H A i= ×s H a   (12) 

0[ , ] 2 ( ,[ ]) 2( ,[[ ] ]ˆ ),ˆˆ ˆ ˆA H A i a= − × + × ×s H a s H a a  [ , ] 2 ( ,[ .ˆ )ˆ ˆ ]A Q i= ×s a Q  

В результате (10) приводим к следующей системе уравнений для ком-
понент матрицы Â :  

 0 0, 0,( , ) ,x xa pa q
t x

∂ ∂= + −
∂ ∂

H a   (13) 

[ ] [ ] [ ] 0 0,2 2t x xi i a a = × − × × + × + − a H a H a a H a H [ ] 2 .i p× −a Q a  

Полагая: 0 xa = ϕ , эту систему уравнений можно преобразовать к виду  

 0 0 0, ( , ) ,x ta pa q= ϕ ϕ = + +H a   (14) 

[ ] [ ] [ ]2 2t x x xxi i = × − × × + × ϕ + ϕ + a H a H a a H a H [ ]2 .i p× −Q a a  

Система уравнений (14) представляет собой уравнение типа Ландау – 
Лифшица [8] для неоднородного магнетика, находящегося в однородном пе-
ременном магнитном поле с напряженностью H  и c некоторыми дополни-
тельными переменными Q  и ϕ . Физический смысл этих переменных для за-
дач с магнетиками требует отдельного анализа. Хотя это уравнение и отлича-
ется от уравнения Ландау – Лифшица для нелинейного магнетика Гейзенбер-
га [8], тем не менее оно может быть использовано для анализа других типов 
магнетиков. 

4. Редуцированная система 
Для целей данной работы представляет интерес интерпретация системы 

уравнений (13) с точки зрения их использования в нелинейной волновой ди-
намике. Для преобразования этой системы к нужному виду рассмотрим част-
ный случай, соответствующий выбору:  
 1 2 3(0,0, ), ( , , ),c q q q= =H Q   (15) 

где 1 2 3, , ,c q q q , а также 0,p q  – комплексные постоянные. Тогда система 
уравнений (13) может быть записана в такой форме:  

3 ,t xp a cϕ − ϕ =  

 2 2
3, 1 2 3, 1 2 2 12 ( ) 2 ( ),t x xxa c a a pa c i a q a q= + + + ϕ + −   (16) 

1, 1, 2, 3 1 2 2 3 3 22 2 2 ( ),t x x xa pa ica a a c ica i q a q a− = − − − ϕ + −  

2, 2, 1, 3 2 1 3 1 1 32 2 2 ( ).t x x xa pa ica a a c ica ic q a q a− = − + ϕ + −  

Делая подстановку 1
3 ( )t xa p c−= ϕ − ϕ  и вводя функции 1 2A a ia± = ± , 

приходим к следующей системе уравнений:  



№ 2 (54), 2020                                                 Физико-математические науки. Физика 

Physics and mathematics sciences. Physics 99

2 2 22 ( ) 2 ( ),tt xt xxp c p c A A c r A r A+ − + − − +ϕ − ϕ − − ϕ = + −  

 3( ) 2 ( ( ) ) 2 ( ) 0.t x t x t xA c p A A c p q r p± ± ± ±+ − + ϕ + − ϕ + − ϕ − ϕ =   (17) 

Здесь введено дополнительно обозначение: 1 2( ) /r q iq c± = ± . 

5. Приведение к стандартному виду 
Система уравнений (17) представляет собой гиперболическую систему 

уравнений взаимодействия волн, напоминающую модель генерации второй 
гармоники в трехволновом взаимодействии [6, 7]. Система уравнений (17) 
имеет несколько редукций, которые интересны сами по себе. Запишем эти 
уравнения в новых координатах, полагая ,x ut x vtξ = − η = −  и, таким обра-
зом приводя систему к каноническому виду гиперболической системы. Усло-
вия обращения в ноль коэффициентов при производных ξξϕ  и ηηϕ  имеют 
без ограничения общности следующий вид:  

 | |, | | .u p c v p c= − = +   (18) 

Полагая 0c ≠ , приводим первое уравнение системы (17) к виду  

 12 ( ) 0.A A r A r A
c

+ − − + + −
ξηφ + + − =  

Второе уравнение системы (17) при этом оказывается таким:  

( ) ( ) ( ) ( ) 32c c A c c A A c c c c q± ± ±
τ ξ τ ξ + + − + + ϕ + − ϕ + −    

 ( )2 0.c r±
ξ η− ϕ − ϕ =   (19) 

Два варианта выбора 0c >  и 0c <  симметричны по отношению к за-
мене переменных τ → ξ  и наоборот:  

 3(2 / | |) 2 ( ) 0, 0A A q c r c± ± ±
τ τ ξ τ+ ϕ + − ϕ − ϕ = > ,  (20) 

 3(2 / | |) 2 ( ) 0, 0.A A q c r c± ± ±
ξ ξ τ ξ+ ϕ − − ϕ − ϕ = <   (21) 

Поэтому достаточно рассматривать только один из этих вариантов. Для 
определенности будем полагать 0c > . 

5.1. Редукция к уравнению Лиувилля 

Полагая 0r± = , полученную систему можно привести к хорошо из-
вестному уравнению Лиувилля. При такой редукции второе уравнение систе-
мы (17) при 0c >  имеет явное общее решение следующего вида:  

ln 2 ln ( ),A + ϕ = −γτ + ψ ξ  

где 3 / | |q cγ =  и ( )x ctψ −  – некоторая комплекснозначная функция одного 
вещественного аргумента. В результате первое уравнение системы (17) (при 

0c > ) примет такой вид:  
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 4 21 | ( ) | .
2

e e− ϕ −γτ
ξτϕ = − ψ ξ   (22) 

В случае, если ( , )ϕ ξ τ  – вещественная функция, проводя замену пере-

менных 2| ( ) | ,dX d dT e d−γτ= ψ ξ ξ = τ , уравнение (22) приводим к уравнению 
Лиувилля:  

41 .
2XT e− ϕϕ = −  

Эта редукция показывает, что полученная система в общем виде по-
добна уравнениям взаимодействия волн в среде с квадратичной нелинейно-
стью. Для сравнения можно вспомнить уравнения генерации второй гармо-
ники [7]:  

2
1 2, .t x t xP uP PQ Q vQ P+ = δ + = δ  

Исключая из системы функцию Q  с помощью первого уравнения этой 
системы, приходим к одному уравнению:  

2Φ1 2
2Φ .

( )
e

u v
−

ξτ
δ δ=
−

 

5.2. Обобщенное уравнение типа Лиувилля 

Приведем теперь в общем виде систему (17) к одному уравнению отно-
сительно функции ϕ . Решая пару уравнений (20) при 0r± ≠  при 0c >  отно-

сительно A± , находим:  

2 2( )  .A C r r e d e± ± ± ± ϕ − ϕ ∂= ξ − + τ ∂ξ  , 

здесь ( )C+ ξ  и ( )C− ξ  – постоянные интегрирования по переменной τ . Под-
ставляя эти соотношения в первое уравнение, приходим к одному уравнению 
для ϕ :  

( )( ) 42 ( ) ( )C r r R C r r R e+ + + − − − − ϕ
ξτϕ = ξ − + ξ − + −  

 ( ) 2( ( ) ) ( ( ) ) ,r C r r R r C r r R e+ − − − − + + + − ϕ− ξ − + − ξ − +   (23) 

где 2 .R e dϕ∂= τ
∂ξ   

Полагая в этом уравнении constC r± ±= = , приходим к более упро-
щенной форме общего уравнения (23):  

2 4 22 , 2 .r r R e R e+ − − ϕ ϕ
ξτ τ ξϕ = = ϕ  
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6. Построение решений для вспомогательных  
уравнений первого порядка 

Решения системы (13), также как и системы (17), строятся на основе 
решений уравнения (7). Из (1) и (36) (см. приложение) находим выражение 
для ,  0,1,2,3ia i = . Имеем: 

 ( )11 S .
2

ˆ ˆˆi i xa p T T −= σ   (24) 

Представим матрицу T̂  в следующем виде:  

 
3

0 0
1

ˆ ˆ  ,ˆT α α
α=

= ψ σ + ψ σ   (25) 

где ( , ),i x tψ  0,1,2,3i = , – функции, которые следует вычислить. Соответ-

ственно матрицу 1T̂ −  можно представить таким образом:  

 
3

1
0 0

1

ˆ ˆ ˆ1  .T
D

−
α α

α=

 
 = ψ σ − ψ σ
 
 

   (26) 

В результате получаем  

3 3
1

0, 0 , 0 0
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1   x x xT T
D

−
α α β β

α= β=

  
  = τ σ − τ σ τ σ + τ σ =

    
 

3

0
1

1 .
2

ˆ ˆxD R
D α α

α=

 
 σ + σ
 
 

  

Здесь введены обозначения:  
2 2 2 2
0 1 2 3 ,D = ψ − ψ − ψ − ψ  

3

0, , 0 ,
, 1

 x x xR iα α α αβγ β γ
β γ=

= −ψ ψ + ψ ψ + ε ψ ψ , 1,2,3α = . 

Величины αβγε  представляют собой полностью антисимметричный 
символ Леви-Чивита. Общее решение уравнения (7) при условии 1 0,q ≠  

2 0,q ≠  0 3 0q q= =  можно записать в таком виде:  

 0 0 1 1Ψ ( , , )  , Ψ ( , , )  ,
C C

x t d x t dψ = ω ω ψ = ω ω    (27) 

 2 2 3 3Ψ ( , , ) , Ψ ( , , ) ,
C C

x t d x t dψ = ω ω ψ = ω ω    (28) 

здесь 
2( )/ ( )/4

0
1Ψ ( )
( )

x ct c p x ct cM e
Z

ω + − − ω= ω +ω 
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)2 1 2 1( )/ ( )/( ) ( ) ,i q x iq ct c i q x iq ct cF e G e− − −+ ω − ω  

2( )/ ( )/4
1

1Ψ ( )
( )

x ct c p x ct cN e
Z

ω + − − ω= ωω 
+  

)2 1 2 1( )/ ( )/( ) ( ) ,i q x iq ct c i q x iq ct cF e G e− − −+ ω + ω  

 
2 2( )/ ( )/ ( )/ ( )/

2 3Ψ ( ) , Ψ ( ) .x ct c p x ct c x ct c p x ct cV e U eω + − − ω ω + − − ω= ω = ω   (29) 

Параметры этого решения имеют такой вид:  
4 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2( ) 16 8( ) ( ) ,Z q q q q p q qω = ω − − ω + + = +  

2 2 4 2 2
2 1 2 1 1 2( ) (16( ) 4( ) ), ( ) (16 16 ),X q iq q iq p Y i q q pω = − ω + + ω = ω + ω −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),M V X U Yω = ω ω ω + ω ω  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).N iU X iV Yω = ω ω ω − ω ω  

Функции ( ), ( ), ( ), ( )U V F Gω ω ω ω  комплексного спектрального пара-
метра ω  задаются начальными условиями. 

Решения для функций ( , ),ia x t  соответствующие общим решениям (27), 
можно представить в таком виде:  

0
1 ( , ) ,

2 ( , )x
D x ta

D x t x
∂= φ =

∂
 

3 2 1 0
1 2 3 0 1

ln( / ) ln( /1 ,
2 ( , )

a i
D x t x x

∂ ψ ψ ∂ ψ ψ = ψ ψ + ψ ψ ∂ ∂ 
 

3 1 2 0
2 2 3 0 2

ln( / ) ln( /1 ,
2 ( , )

a i
D x t x x

∂ ψ ψ ∂ ψ ψ = ψ ψ − ψ ψ ∂ ∂ 
 

3 02 1
3 2 1 0 3

ln( /ln( / )1 .
2 ( , )

a i
D x t x x

∂ ψ ψ∂ ψ ψ = ψ ψ + ψ ψ ∂ ∂ 
 

Соответственно:  

 ( )1 2
1 1, ln ( , ),

( , ) 2x xA a ia D x t
D x t

+ = + = ζθ − θζ ϕ =   (30) 

где 1 2a iaθ = + , 0 3ζ = ψ − ψ . 
В случае дополнительной редукции 1 2 0q q= =  система уравнений для 

компонентов функции T̂  примет такой вид:  

0, 3, 3, 0,, ,t x t xc cψ = ψ ψ = ψ  1, 2, 2, 1,, .t x t xic icψ = ψ ψ = − ψ  

Эти уравнения эквивалентны следующим уравнениям:  
2

3 0, , ,tt xx t xc cχ = χ τ = χ τ = χ  
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0, 0,t x t xc c+ + − −θ − θ = θ + θ =  

где 1 2i+θ = τ + τ  и 1 2i−θ = τ − τ . Функции χ , 1τ  и 2τ , вообще говоря, ком-
плексные. Как уже отмечалось, в этом случае система уравнений редуцирует-
ся к уравнению Лиувилля. 

Важным аспектом прикладных применений построенной системы 
уравнений является возможность находить условия вещественности и несин-
гулярности ее решений относительно функции ( , )x tϕ . Функции A±  могут 
быть комплексными.  

Как показывает первичный анализ частных решений построенной не-
линейной системы уравнений, большой набор вещественных решений может 
быть получен в случае выбора 1q  чисто мнимой величиной, а 2q  – веще-
ственной. Однако в этом случае решения в большинстве своем оказываются 
сингулярными. Типичные примеры таких решений для функции ( , )x tϕ  при-
ведены на рис. 1. На рис. 2 приведены соответствующие решения для функ-
ции | ( , ) |A x t+ . Эти решения получены для функций ( , ),i x tϕ  0,1,2,3,i =  сле-
дующего вида:  

( , ) Φ ( , , ) Φ ( , , ), 0,1,2,3.i i ix t x t x t iψ = ω + −ω =  

 

 
Рис. 1. Решение для ϕ  при 1 21, 0,5 , 1c q i q= − = =  и 2( ) ( )F Gω = − ω = ω  
 
На рис. 1 приведены графики ( , )x tϕ  для 0,3,6,9,12t =  при выборе 

функций 2( ) / 2,U ω = ω  2( ) / 2,V ω = ω  2( ) ,F ω = ω  2(G ω − ω  и 1,ω =  1,c = −  

1 0,5 ,q i=  2 1q = . Как видно из графиков, вблизи нулевых значений функции 
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( , )x tϕ  имеется область, содержащая сингулярности как самой функции 

( , )x tϕ , так и функции | ( , ) |A x t+ . Эта область перемещается как целое в по-
ложительном направлении оси x.  

 

 

 

 

Рис. 2. Решение для | |A+  при 1 21, 0,5 , 1c q i q= − = =  и 2( ) ( )F Gω = − ω = ω  
 
Несингулярные решения можно получить, если положить дополни-

тельно ( ) ( ) 0F Gω = ω = . Типичные несингулярные решения приведены на 
рис. 3. Они соответствуют тем же значениям всех функций и параметров, что 
и на рис. 1, но при условии ( ) ( ) 0F Gω = ω = . Приведенные примеры решений 
не исчерпывают всех возможных типов решений. Для их анализа требуется 
отдельная дополнительная работа, которая выходит за пределы данной  
статьи. 



№ 2 (54), 2020                                                 Физико-математические науки. Физика 

Physics and mathematics sciences. Physics 105

  
а) 

 
б) 

Рис. 3. Решение для | |A+  (a) и φ  (б) при 1 21, 0,5 , 1c q i q= − = =  и ( ) ( ) 0F Gω = ω =  

Заключение 
В работе рассмотрены новые примеры применения метода матричных 

функциональных подстановок к задаче отыскания интегрируемых нелиней-
ных волновых уравнений. Ранее этот метод был описан в работах [1–3]. По-
строенные уравнения в предельном варианте переходят в уравнение Лиувил-
ля и могут применяться в теории взаимодействия волн подобно моделям  
трехволнового взаимодействия и генерации второй гармоники в нелинейной 
оптике. В данной работе рассматривался только метод подстановок первого 
порядка в терминах работы [4], в которой был развит метод многофункцио-
нальных подстановок, включающий в себя и стандартный МОЗ в теории со-
литонов. Используя результаты указанной работы, можно получить мно-
гофункциональное расширение построенных решений при выборе тех же ис-
ходных матричных операторов. В работе приведен общий вид решений вспо-
могательного матричного уравнения. Это позволяет проводить подробные 
исследования типов решений построенных уравнений. Найденные в работе 
некоторые решения не исчерпывают всех возможных их типов. 
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Приложение  
Формализм вычислений с матрицами размерности 2 2×  

Для анализа моделей, связанных с трехмерными векторами, полезно 
рассмотреть общие соотношения с матрицами размерности 2 2× . Введем 
следующие обозначения для матриц Паули ˆ ασ  и единичной матрицы:  

 1 2 3 0
0 1 0 1 0 1 0

, , ,
1 0 0 0 1 0 1

ˆ ˆ ˆ ˆ
i

i
−       

σ = σ = σ = σ =       −       
.  (31) 

Матрицы ˆ ,iσ  0,1,2,3,i =  удовлетворяют следующим соотношениям:  

0 0 0, [ˆ ˆ , ] 0, 0,1,2ˆ ˆ ˆ ,3;ˆ ˆi i i i iσ σ = σ σ = σ σ σ = =  

 
3

1
 ˆ ˆ ˆ ;ˆ ˆ iα β β α αβγ γ

γ=
σ σ = −σ σ = ε σ   (32) 

3

1
[ , ] 2  , , , 1,2,ˆ 3ˆ ,ˆ iα β αβγ γ

γ=
σ σ = ε σ α β γ =  

здесь αβγε  – полностью антисимметричный символ Леви-Чивита: 123 1,ε =  

βαγ αβγ αγβε = −ε = −ε . 

Таким образом, любая матричная функция ˆ( , )T x t , заданная на линей-
ной алгебре матриц 2 2×  2GL , имеет следующий общий вид:  

 
3

0
 ˆ ( , ) ,i i

i
T x t

=
= ψ σ   (33) 

где ( , )i x tψ  – вспомогательные функции, связанные с компонентами матрицы 
T̂  соотношениями:  

11 0 3 11 0 3 12 1 2 21 1 2, , , .T T T i T i= ψ + ψ = ψ − ψ = ψ − ψ = ψ + ψ  

Для удобства интерпретации полезно ввести трехмерный вектор матриц 
Паули:  
 1 2 3ˆ ˆ ˆ( , , )ˆ= σ σ σs   (34) 

и трехмерный вектор 1 2 3{ , , }= ψ ψ ψψ . Тогда любая матрица 2 2×  может 
быть записана в виде 

 0 0( , )ˆ ˆ ,T̂ = + ψ σs ψ   (35) 

где 

1 1 2 2 3 3ˆ ˆ) ˆ ˆ( , = ψ σ + ψ σ + ψ σs t  –  

евклидово скалярное произведение векторов. Обратные формулы для вычис-
ления коэффициентов iψ  матриц T̂  размерности 2 2×  имеют следующий 
общий вид:  
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 Sp( ) / 2,  0,1,2,3ˆˆi iT iψ = σ = ,  (36) 

где Sp  – операция вычисления следа матрицы. 
Пусть теперь имеются две матрицы Â  и B̂ , которые могут быть пред-

ставлены в виде 

 
3 3

0 0

ˆ ˆ( , )  , ( ˆ, . ˆ )i i i i
i i

A a x t B b x t
= =

= σ = σ    (37) 

При введении векторов 1 2 3( , , )a a a=a  и 1 2 3( , , )b b b=b  эти матрицы 
можно записать так:  

0 0 0 0ˆ ˆ( , ) , (ˆ ˆˆ ˆ, ) .A a B b= + σ = + σs a s b  

Согласно свойствам матриц Паули (31) имеем теперь следующие об-
щие соотношения:  

0 0 0ˆ ˆ ˆ ˆ([ ], ) ( , ) ( , ) ( ) ,ˆ ˆ,AB i a b= × + + + σa b s b s a s a b  

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] 2 ([ ], ).A B AB BA i= − = ×a b s   (38) 

здесь [ ]×a b  – векторное произведение векторов a  и b . 
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