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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Уравнение Хохлова – Заболотской является од-
ним из важных инструментов анализа распространения звуковых волн в газообраз-
ной среде и жидкостях, а также в задачах обтекания профилей сжимаемой жидко-
стью. Нелинейность этого уравнения требует специальных методов построения ре-
шений и их анализа. Целью работы является построение точных решений уравнения 
Хохлова – Заболотской с помощью связывания их в трехмерном пространстве квизи-
линейными уравнениями первого порядка. Такой подход дает важную информацию о 
характере решений уравнения Хохлова – Заболотской и его обобщений. Материалы 
и методы. В данной работе решения уравнения Хохлова – Заболотской строятся  
с помощью метода ривертонов (решений систем квазилинейных уравнений первого 
порядка специального типа). Описывается общая процедура вывода уравнения Хох-
лова – Заболотской из системы квазилинейных уравнений первого порядка. Резуль-
таты. Основным результатом является построение в неявном виде множества точ-
ных решений уравнения Хохлова – Заболотской, зависящих от трех функциональных 
параметров. Это позволяет строить решения при заданных условиях вдоль коорди-
натных осей. Представлен общий способ анализа таких решений с указанием базовых 
кривых, вдоль которых движутся плоские волновые фронты решений, а также обла-
стей, в которых число листов многозначных решений фиксировано. Выводы.  Пред-
ложенный метод построения решений позволяет строить точные решения уравнения 
Хохлова – Заболотской, соответствующие заданным условиям вдоль координатных 
осей и анализировать их геометрические свойства.  
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Abstarct. Background. The Khokhlov-Zabolotskaya equations are one of the important 
tools for analyzing the propagation of sound waves in a gaseous medium and liquids, as 
well as in problems of compressible fluid flow around profiles. The nonlinearity of these 
equations requires special methods for constructing solutions and analyzing them. The pur-
pose of the work is to construct exact solutions of the Khokhlov-Zabolotskaya equations by 
connecting them with first-order quasilinear equations, as well as to analyze the geometry 
of these solutions in three-dimensional space. Materials and methods. In this work, solu-
tions to the Khokhlov-Zabolotskaya equations are constructed using the riverton method 
(solutions to systems of first-order quasi-linear equations of a special type). The general 
procedure for deriving the Khokhlov-Zabolotskaya equations from a system of first-order 
quasilinear equations is described. Results. The main result is the implicit construction of a 
set of exact solutions to the Khokhlov-Zabolotskaya equation, depending on three function-
al parameters. This allows you to construct solutions under given conditions along the co-
ordinate axes. A general method for analyzing such solutions is presented, indicating the 
base curves along which the plane wave fronts of the solutions move, as well as the regions 
in which the number of sheets of multivalued solutions is fixed. Conclusions. The proposed 
method for constructing solutions allows one to construct exact solutions of the Khokhlov-
Zabolotskaya equation that correspond to given conditions along the coordinate axes and 
analyze their geometric properties.  
Keywords: Generalized Khokhlov-Zabolotskaya equations, rivertons, first-order quasiline-
ar equations 
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Введение 
Уравнение Хохлова – Заболотской (ХЗ) описывает распространение 

акустических волн в виде пучков и играет важную роль в нелинейной акусти-
ке [1–6]. Это же уравнение возникает и в гидродинамике при описании обте-
кания тонких профилей сжимаемым газом [4, 7]. 

Обобщенные уравнения Хохлова – Заболотской (ОХЗ) [1, 4, 5] можно 
записать в следующей безразмерной форме:  

 ( )
2 2

2 2Δ ,   Δ ,pF p p
t x t y z

⊥ ⊥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − = = + ∂ ∂ ∂  ∂ ∂

  (1) 

здесь ( ), , ,p x y z t  – безразмерное акустическое давление в точке , ,x y z  в пуч-
ке в момент времени t ; ( )F p  – функция, характеризующая нелинейные 
свойства среды. Акустический пучок направлен вдоль оси x , а координаты 

,y z  лежат в плоскости, перпендикулярной оси пучка. В классическом виде 
уравнению ХЗ соответствует функции ( )F p p= . В статье [4] указывалось на 
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возможность обобщения классического уравнения до уравнения (1) с произ-
вольной функцией ( )F p , которые могут возникать в различных прикладных 
задачах. Еще одним обобщением уравнения (1) является уравнение Хохлова – 
Заболотской – Кузнецова [4, 8], учитывающее диссипативные эффекты в вяз-
кой жидкости. 

В связи с множеством приложений, в которых уравнение ХЗ появляет-
ся, это уравнение исследовалось достаточно подробно [1–6]. Вместе с тем ряд 
свойств уравнений (1) остается недостаточно изученным. Например, как ука-
зывалось в [4], эти уравнения могут рассматриваться как обобщения квазили-
нейных уравнений первого порядка типа простой волны, но прямой связи 
между этими уравнениями и (1) указано не было. В работах [9–14] был пред-
ложен метод построения волновых уравнений достаточно общего вида – на 
основе установления их связи с квазилинейными уравнениями первого по-
рядка (КЛУ1). Решения волновых уравнений второго порядка, являющиеся 
одновременно и решениями КЛУ1, в этих работах были названы для кратко-
сти ривертонами. Как оказывается, этот подход может быть распространен и 
на уравнения ОХЗ. 

Целью данной работы является задача установления связи между ОХЗ 
и КЛУ1 и получение общего алгоритма для вычисления точных решений 
этих уравнений, опирающегося на метод ривертонов. 

1. Многомерные автономные квазилинейные  
уравнения первого порядка 

Рассмотрим системы квазилинейных уравнений первого порядка сле-
дующего вида:  

 ( ) ( ) 1 2
0 ,   ,   1,2,   ,   .A A z y z z

x t tz
αα

∂φ ∂φ ∂φ ∂φ= φ = φ α = = =
∂ ∂ ∂∂

  (2) 

 Решение этой системы уравнений находится с помощью метода харак-
теристик [9]. Общий вид решений, которые будем далее называть ривертона-
ми, можно представить в следующей форме:  

 ( ), 0,H φ ξ =   (3) 

где ( ),H φ ξ  – произвольная дифференцируемая функция.  
Введены обозначения:  

 ( ) ( ) ( )0 1 2 .t A x A y A zξ = + φ + φ + φ   (4) 

Соотношение (3) является неявным заданием решений уравнений (2) 
относительно функции ( ), , , .x y z tφ  Поскольку функция ( ),H φ ξ  зависит 
только от одной переменной ξ , содержащей координаты и время, то такие 
решения будем называть однопараметрическими. 

Основной смысл для рассматривания таких систем уравнений состоит  
в том, что решения (2) являются также и решениями некоторых автономных 
нелинейных уравнений второго порядка [9, 12, 13]. Дифференцируя уравне-
ния (2) с производными по ,y z , по соответствующим переменным и склады-
вая результаты, приходим к следующему уравнению:  
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( ) ( ), , ,
1,2

Δ  ' ,   .A A
t t z

⊥ α α α α α α
α=

∂ ∂φ ∂φ φ = φ φ + φ φ φ = ∂ ∂  ∂
  

Заменяя в этом уравнении ,αφ  с помощью соотношений (2) , приходим 
к уравнению  

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2Δ | | ,   | | .tA A A A

t⊥
∂φ = φ = φ + φ
∂

  (5) 

 Заметим, что в последнее уравнение производные по x  не входят, но 
производная tφ  при этом связана с производной xφ  с помощью первого 
уравнения (2). Это важно для дальнейших построений. 

2. Переход к уравнениям Хохлова – Заболотской 
Уравнение (5) можно привести к стандартному виду обобщенного 

уравнения ОХЗ, используя первое уравнение системы (2). Воспользуемся для 
этого простым тождеством:  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0| | (| | ) (| | ) .t t t t xA A A A A Aφ = φ − φ φ + φ φ = − φ φ + φ   (6) 

Подставляя последнее соотношение в уравнение (5), приходим к урав-
нению ОХЗ в следующем виде:  

 ( )2
0Δ (| | ) .t xA A

t⊥
∂φ = − φ + φ
∂

  (7) 

Это уравнение совпадает с (1) в случае простого равенства:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 1 2| | .F A A A A A= φ − φ = φ − φ − φ   (8) 

Таким образом, для заданной функции ( )F φ  существует множество 
решений уравнения (1), соответствующих произвольному выбору функций 

( )1A φ  и ( )2A φ . При этом вид функции ( )0A φ  определяется соотношением  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 1 2| | .A F A F A A= φ + φ = φ + φ + φ   (9) 

Соответствующие неявные решения (3)–(4) без ограничения общности 
можно записать в таком виде:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2,   ( | | ) ,h t F A x A y A zφ = ξ ξ = + φ + φ + φ + φ   (10) 

где ( )h ξ  – дифференцируемая функция, определяющаяся начальными и гра-
ничными условиями задачи. 

3. Общие свойства решений 
Основным свойством ривертонов является то, что их фронты представ-

ляют собой плоскости в трехмерном пространстве. Этот факт следует из об-
щей формы системы квазилинейных уравнений первого порядка (2). Фронт 
волны можно определить как изоповерхность функции ( ), , ,x y z tφ  в про-
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странстве в конкретный момент времени t . Обозначим через 0φ  значение 
функции ( ), , ,x y z tφ  на фронте волны. Тогда форма фронта определяется 
уравнением  

( ) 0, , , const.x y z tφ = φ =  

Исходя из формы уравнений (2), сразу находим, что вектор 
( ) ( ) ( )( )0 1 2, ,N A A A= φ φ φ  обладает следующими свойствами. Во-первых, 

этот вектор всюду ортогонален фронту, поскольку он коллинеарен градиенту 
функции φ :  

1 .
t

A = ∇φ
φ

 

Во-вторых, поскольку этот вектор зависит только от функции φ , то он 
имеет одинаковое направление вдоль всего фронта. Отсюда можно сделать 
вывод, что фронт 0φ = φ  волны представляет собой плоскость в трехмерном 
пространстве с направляющим вектором ( ) ( ) ( )( )0 0 0 1 0 2 0, ,N A A A= φ φ φ . Вме-
сте с тем направляющий вектор плоскости фронта волны зависит от 0φ  и ме-
няется в пространстве и времени. При этом плоскости фронтов для различ-
ных значений 0φ  могут пересекаться. Это означает, что решения (10) стано-
вятся многозначными, это также следует из общего вида неявного решения 
(10). Поскольку положение плоскости фронта определяется только одним па-
раметром – значением φ  на фронте, то каждое общее решение (10) определя-
ется одной базовой кривой в трехмерном пространстве, к которой фронты 
будут ортогональны. Следуя [9], приведем основные элементы вычисления 
структуры областей однозначности и многозначности решений. 

Введем обозначения:  

 ( )( )
2 22

0
,    | | .R A A Aα

α=
= = φ   (11) 

Для описания геометрической структуры ривертонов введем параметр 
s  вдоль кривой, пользуясь следующим определением:  

( )
2

0
, s n xα α

α=
= φ  

где ( ) ( ) ( )/n A Rα αφ = φ φ  – компоненты единичного векторного поля ( )n φ  
всюду коллинеарного A .  

Тогда (10) можно записать в следующем виде:  

 ( ) ( ) ,t R s g+ φ = φ   (12) 

где ( )g φ  – функция, обратная к ( )h ξ . Сворачивая (2) с компонентами поля 

( )n φ , эти уравнения можно записать в виде  
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( )
2

0
 . .n R

x tα
αα=

∂φ ∂φ= φ
∂ ∂  

Это квазилинейное уравнение имеет характеристики, которые вычис-
ляются из решения системы уравнений:  

( ) ,  0, ,2,dx n
ds

α
α= φ α = …  

 ( ) .R
s t

∂φ ∂φ= φ
∂ ∂

  (13) 

Последнее уравнение имеет общим решением соотношение (12). 
Первая часть этой системы определяет кривую в пространстве, вдоль 

которой распространяется волна и к которой ее фронт всюду ортогонален 1. 
Эта кривая и называется базовой (рис. 1).  

 

 
Рис. 1. Пример базовой кривой и положение плоских фронтов вдоль нее 
  
Для того чтобы связать базовую кривую с начальными условиями, 

удобно перейти от параметра s  к значениям самой функции φ , которые так-
же параметризуют точки базовой кривой. Из (12) для каждого фиксированно-
го значения t  имеем 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
.

R g R g tds
d R

′ ′φ φ − φ φ −
=

φ φ
  (14) 

В результате уравнения кривой примут такой вид:  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )3 ,  1, , .

g R g t Rdx A n
d R

α
α

′ ′φ φ − φ − φ
= φ α = …

φ φ
  (15) 
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Интегрируя это уравнение, приходим к соотношениям, определяющим 
явный вид точек кривой в заданный момент времени t :  

 ( ) ( ) ( )0 ,x S tV xα α α α= φ + φ +   (16) 

где ( )0xα  – постоянные интегрирования и введены обозначения:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )3 3,   ,

g R g R R
S A d V A d

R R
α α α α

′ ′ ′φ φ − φ φ φ
φ = φ φ φ = φ φ

φ φ   

Эти соотношения определяют в каждый момент времени геометриче-
скую структуру базовой кривой исходя из функциональной формы компо-
нентов поля ( )A φ  и функции ( )g φ  (или ( )h ξ ), которые связаны с начальны-
ми условиями. Отсюда, в частности, следует, что базовая кривая не меняет 
своей формы со временем, если только ( ) 0.R′ φ =  В противном случае со 
временем базовая кривая меняется в соответствии с (16). 

Установим, какая информация требуется для того, чтобы определить 
геометрическую структуру ривертона, исходя из начальных и граничных 
условий. Введем обозначения:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2Φ ,0,0,0 ,   Φ 0, ,0,0 ,   Φ 0,0, ,0 .x x y y z z= φ = φ = φ   (17) 

 Функции ( )Φ rα  – функции одного аргумента r , которые представ-
ляют собой изменение ( ),x tφ  вдоль координатной прямой с индексом α . 
Обращая функции (17), получаем параметризацию значений координат через 
значения функции φ  на данной оси в нулевой момент времени:  

( ) ( ) ( ),   ,   ,x X y Y z Z= φ = φ = φ  

где ( ) ( ) ( ),  ,  X Y Zφ φ φ  – функции, обратные функциям ( ) ( ) ( )0 1 2Φ ,  Φ ,  Φx y z  
соответственно. Тогда уравнение (10) на осях координат при 0t =  принимает 
такой вид:  

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )0 1 2,   ,   .

g g g
A A A

X Y Z
φ φ φ

φ = φ = φ =
φ φ φ

  (18) 

Для описания изменений со временем необходимо также знать функ-
цию ( ).g φ  Поскольку в начале координат 0,s =  то в соответствии с (12) 
функция ( )g φ  вычисляется из условия  

( )( )0,0,0, ,t g t= φ  или ( ) ( )0,0,0, .t h tφ =  

Таким образом, функциональный вид компонентов поля ( )A φ  и вид 
функций ( )h t  и ( )g φ  определяются в начальный момент времени распреде-
лением поля ( ),0xφ  вдоль координатных осей и заданным изменением 

( )0,0,0,phi t  в начале координат. 
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4. Решения классического уравнения Хохлова – Заболотской 
Как указывалось во введении, классическое уравнение Хохлова – Забо-

лотской соответствует выбору ( )F φ = φ . Это означает, что соотношение (9) 
примет такой вид:  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 1 2| | .A A F A A= φ+ φ = φ + φ + φ   (19) 

 При этом функции ( )1A φ  и ( )2A φ  остаются произвольными диффе-
ренцируемыми функциями. Отсюда следует, что совокупность соотношений 
(10), которые теперь имеют вид 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )2
1 2| | ,g t A x A y A zφ = + φ+ φ + φ + φ   (20) 

дают решение исходной задачи, зависящее от трех функциональных парамет-
ров ( )g φ  (или ( )h ξ ), а также ( )1A φ  и ( )2A φ . При этом общая схема вычис-
ления решений начальной задачи несколько меняется в связи с тем, что 
функция ( )0A φ  теперь оказывается связанной с ( )1A φ  и ( )2A φ . Это означа-
ет, что распределение ( ), , ,x y z tφ  вдоль одной из координатных осей и вре-
мени будет определяться остальными осями, для которых распределение бу-
дет произвольным. Таким образом, решения (20) образуют лишь некоторое 
подмножество множества всех решений классического уравнения ХЗ в форме 
ривертонов. Тем не менее это множество решений в классе ривертонов ока-
зывается мощным. 

5. Границы смены числа листов 
Построенные решения уравнений ОХЗ представляют собой ривертоны, 

построенные в работах [9]. Наиболее важным элементом геометрии риверто-
нов являются области, в которых решения имеют строго определенное число 
листов. Границы этих областей могут быть вычислены в трехмерном про-
странстве как огибающие кривых, в точках которых отдельные листы (фрон-
ты) многозначных решений пересекаются. Общая схема вычисления огиба-
ющих в произвольной размерности n  была представлена в [9]. Приведем 
здесь построение решений рассматриваемой задачи в размерности 3n =  в ва-
рианте, несколько упрощающем построение области однозначности решений. 

Уравнение для плоскостей, ортогональных базовой кривой в момент 
времени t , имеет вид решений (20), которые удобно переписать с таком виде:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 , , .yA zA g t A x F x tφ + φ = φ − − φ = φ   (21) 

В заданный момент времени параметром базовой кривой и плоскости 
фронта волны может служить само значение функции φ . 

Рассмотрим две близких плоскости, соответствующие двум значениям 
параметров 1φ  и 2φ :  

 ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1, , ,yA zA F x tφ + φ = φ   (22) 

 ( ) ( ) ( )1 2 2 2 2, , .yA zA F x tφ + φ = φ   (23) 
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 Эти две плоскости пересекаются по некоторой прямой, координаты 
которой можно вычислить, решая пару уравнений (22) относительно y  и z . 
Эти решения можно записать в таком виде:  

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 1 2 2 1 1 1 2
1 11 2 1 2

, , , , , , , ,
,   ,

P x t P x t P x t P x t
y z

D D D D− −
φ − φ φ − φ

= =
φ − φ φ − φ

  (24) 

где  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
1

2

, ,
,   , , ,   1,2.k

k

A F x t
D P x t k

A A
φ φ

φ = φ = =
φ φ

 

Переходя к пределу 1 2φ → φ = φ  и раскрывая правую часть (24) по пра-
вилу Лопиталя, получаем параметрическое представление огибающей пере-
сечения фронтов волны в следующем виде:  

( ) ( ) ( ) ( )
1

2
0 1 2

, ,
,

P x t Dy Y Y x Y t
−∂ φ  ∂= = φ + φ + φ ∂φ ∂φ 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

12
0 1 2

, ,
.

P x t Dz D Z Z x Z t
−∂ φ  ∂= − φ = φ + φ + φ ∂φ ∂φ 

  (25) 

Эти соотношения задают поверхность как совокупность точек, коорди-
наты ,y z  которых зависят от двух свободных параметров φ  и x . Теперь, за-
давая непосредственно конкретные функции ( ) ( )1 2,  A Aφ φ  и ( ) ,g φ  можно 
вычислить границу области однозначности. 

6. Простые решения 
Область однозначности состоит из точек, в которых решение принима-

ет строго одно значение. В остальных областях решение может принимать 
при заданных значениях , , ,x y z t  конечное или даже бесконечное число зна-
чений. С физической точки зрения невозможно прямым образом интерпрети-
ровать многозначные решения в областях многозначности. В такой ситуации 
переходят от многозначных решений к однозначным слабым решениям [15], 
которые на границе областей однозначности и смены числа листов решения, 
испытывают скачок. Такие решения называются ударными волнами. В мно-
гомерном случае, который соответствует рассматриваемым в данной работе 
решениям трехмерных квазилинейных уравнений первого порядка, такой 
подход требует дополнительного анализа, выходящего за рамки данной ста-
тьи. Поэтому в данной работе ограничимся лишь вычислениями геометриче-
ских особенностей решений в форме ривертонов. Но начнем с указания на 
существование среди всех решений типа ривертонов и глобально однознач-
ных решений. 

Для решений (20) глобально однозначные решения типа ривертонов 
существуют при специальном выборе свободных функциональных парамет-
ров ( ) ( )1 2,  A Aφ φ  и ( )g φ , равных линейным функциям:  



University proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2024;(1) 

 169 

1 1 2 2 1 0const,   const,  .A a A a g g g= = = = = φ +  

Соответствующее общее решение находится из уравнения 

 ( )2 2
1 2 1 2 1 0a a x a y a z t g gφ + + + + + = φ +   (26) 

и имеет вид 

 ( )( )2 2
1 2 1 2 0

1

1 .a a x a y a z t g
g x

φ = + + + + −
−

  (27) 

 Это решение глобально однозначно, но имеет сингулярность на плос-
кости 1x g= . 

Более сложное решение типа ривертонов, для которого уже имеется 
область неоднозначности, соответствует такому выбору функций 

( ) ( )1 2,  A Aφ φ  и ( )g φ , при которых уравнение (20) будет квадратичным по-
линомом по φ . Общий вид таких функций следующий:  

1 1 1 2 2 2 2 1 0,   ,  ,A a k A a k g g g g= + φ = + φ = φ φ +  

где 1 2 1 2 0 1 2,  , , , , ,a a k k g g g  – постоянные.  
Решение в этом случае имеет такой вид:  

 21 4 , φ = β ± β − αγ α  
  (28) 

где  

( ) ( )2 2 2 2
1 2 0 1 2 1 2 0,   ,x k k g a a x a y a z gα = + − γ = + + + −  

( )1 1 2 2 1 2 11 2 2 .a k a k x k y k z gβ = + + + + −  

 Это решение уже является вещественным только в области, где  
2 4 0.D = β − αγ >=  

В этой области имеются в общем случае два решения. Граница этой об-
ласти, определяемая уравнением  

2 4 0,D = β − αγ =  

представляет собой квадратичную поверхность в трехмерном пространстве. 
Эта поверхность отделяет область с двумя вещественными решениями от об-
ласти, где вещественных решений нет. Эти решения сингулярны, как и 
предыдущее. Сингулярность располагается вдоль плоскости ( )2 2

1 2/x g k k= + . 

7. Границы области смены числа листов. Пример 
Существуют два общих варианта базовых кривых, для которых постро-

ения области однозначности отличаются друг от друга. Первый вариант соот-
ветствует ситуации, когда базовая кривая является плоской, т.е. лежит в не-
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которой плоскости P . Такая ситуация, например, возникает, если функции 
( ) ( )1 2,  A Aφ φ  отличаются друг от друга постоянным множителем:  

( ) ( )2 1 .A kAφ = φ  

Для плоской кривой область однозначности будет представлять собой 
криволинейный цилиндр с осью, перпендикулярной плоскости P , в которой 
лежит базовая кривая. При этом огибающая поверхность будет представлять 
собой криволинейный цилиндр. Такая ситуация сводится фактически к дву-
мерному варианту построения областей однозначности [9]. Более интересным 
вариантом является ситуация, когда базовая кривая не укладывается в какую-
либо плоскость. В этом случае построение поверхностей будет более слож-
ным. В данной работе рассмотрим именно такой случай. 

Выберем функции ( ) ( )1 2,  A Aφ φ  следующим образом:  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2cos ,   sin ,A a A aφ = φ φ = φ   (29) 

где a  – некоторая положительная постоянная. Тогда  
2

0 .A a= φ +  

Выберем функцию ( )g φ  в таком виде:  

 const,g b= =   (30) 

тогда  

( ) ( )2, , .F x t b t a xφ = φ − − φ +  

Соответственно получаем:  

( )
( )

( )
( ) ( )

2 2
1

1 2,   ,   tan .
cos sin

b t a x b t a x
P P D

a a
−

− + φ + − + φ +
= − = − = φ

φ φ
 

Уравнение границы области однозначности будет иметь такой вид:  

( )( ) ( ) ( )( )1 2 cos sin ,y a b t a x x−= − − + φ φ + φ  

 ( )( ) ( ) ( )( )1 2 sin cos .z a b t a x x−= − − + φ φ − φ   (31) 

Поверхность, определяемая соотношениями (31), представлена на  
рис. 2 для двух моментов времени вместе с базовой кривой (выделена черным 
цветом), которая вычислялась в соответствии с (16). На рис. 3, 4 представле-
ны сечения этих поверхностей для заданного значения x .  

Приведенные на рис. 2,б,г участки базовых кривых представляют собой 
криволинейные спирали и в силу малости радиусов этих спиралей на  
рис. 2,а,в выглядят почти прямыми, которые указывают главное распростра-
нение волн. 
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а) б) 

  
в) г) 

Рис. 2. Граница области смены числа листов (а, б) и участки базовых кривых (б, г), 
соответствующие (29) и (30), для 0,5;a =  0,5b = : а, б: t = 0; в, г: t = 20 

 

   
а) 

Рис. 3. Сечение поверхностей (рис. 2,а,б) для x = 1, t = 0 
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Рис. 4. Сечение поверхностей (рис. 2,а,б) для x = 1, t = 20 

Заключение 
Построенные решения обобщенного уравнения ХЗ (1) относятся к типу 

ривертонов и связаны с решениями квазилинейных уравнений первого по-
рядка. Эти решения образуют множество, которое параметризуется тремя 
функциональными параметрами, что позволяет строить решения задач с за-
данными условиями на трех пространственных осях или двух пространствен-
ных и одной временной. 

Множество таких решений не содержит всех возможных решений 
уравнений ХЗ, но дает способ строить точные решения, обладающие некото-
рыми заранее заданными характеристиками, например указанием базовой 
кривой, вдоль которой происходит распространение плоских фронтов нели-
нейного волнового процесса. Поскольку представленные здесь решения яв-
ляются многозначными, то для прикладных задач они могут представлять ба-
зу для построения слабых решений, подобных ударным волнам. Однако эта 
задача выходит за рамки данной работы. 
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